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Résumé — Cet article décrit une procédure d’identification des composantes non-linéaires d’une structure
mécanique a partir de mesures spectrales de la sollicitation et de la réponse. Elle suppose des sollicitations
aléatoires stationnaires large bande. La méthode repose sur la minimisation de I’écart quadratique moyen
entre la densité spectrale de puissance mesurée et une approximation semi-analytique de cette derniere
obtenue par linéarisation stochastique a parameétres aléatoires de I’équation du mouvement. La notion de
modes couplés non-linéaires dépendant d’une seule variable scalaire (liée & la norme des amplitudes modales
de la réponse non-linéaire) est utilisée pour construire le modele linéaire équivalent. L’aspect aléatoire de
ce modele est introduit a 'aide de la loi de probabilité de I’énergie modale de la réponse non-linéaire. La
méthode est utilisée pour identifier les supports non-linéaires d’une poutre a partir de mesures.

Mots clés : Identification paramétrique / modes non-linéaires / linéarisation & parameétres aléatoires /
approximation des DSP

Abstract — A frequency method to identify non-linear structures. This paper deals with non-
linear mechanical structures identification using spectral measurement of the input excitation and of the
corresponding structure response. Identification method needs a wide-band, stationary stochastic input
process and is based on minimizing the mean-square deviation between the measured power spectral
density and a semi analytic approximation of it, given by a stochastic random parameters linearization of
the motion equation. The equivalent linear model is derived using non-linear coupled modes depending on
a scalar variable alone. Stochasticity of this model is related to the modal energy probability law of the

the nonlinear response. The method is applied to identify non-linear supports of a beam.

Key words: Parametric identification / non-linear modes / random parameters linearization / PSD

approximation

1 Introduction

La matrice de Densités Spectrales de Puissances
(DSP) de la réponse d’un systéme mécanique consti-
tue une des principales caractéristiques du comporte-
ment vibratoire. Elle fournit notamment la distribution
de ’énergie par bande de fréquences, d’ou le role im-
portant qu’elle peut jouer dans les procédures d’identi-
fication ou de mise a jour de modeles non-linéaires. Des
exemples d’identification fondée sur cet aspect fréquentiel
sont donnés dans [1,2].

Pour des systéemes mécaniques non-linéaires faible-
ment amortis des méthodes fournissant une approxima-
tion analytique de la matrice de DSP de la réponse ont été
développées ces dix dernieres années. Ces méthodes res-
tituent correctement 1’énergie totale de la réponse mais
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reproduissent aussi les translations des fréquences de
résonance ainsi que l’étalement du spectre autour des
résonances; translation et étalement sont des signatures
des phénomenes non-linéaires. Ces méthodes utilisent la
notion de modes non-linéaires [3] et/ou le concept de
Systéme Linéaire & Parametres Aléatoires (SLPA) [4,5].
La matrice de DSP de la réponse du SLPA, soumis a la
méme entrée que celle du systeme non-linéaire, fournit
I’approximation de la matrice de DSP de la réponse du
systeme non-linéaire.

Dans l'approche proposée dans [6, 7], les matrices
d’amortissement et de raideur définissant le SLPA sont
construites a partir des modes couplés non-linéaires du
systeme conservatif associé. Les modes couplés non-
linéaires, fréquences et formes modales, sont fonction du
niveau de la réponse par 'intermédiaire des « amplitudes
modales ». Ces amplitudes sont considérées comme des



62 S. Bellizzi et al. : Mécanique & Industries 5, 61-69 (2004)

Nomenclature

a; amplitude modale du i-eme mode du systéme projeté

A? = ’ a?  processus « énergie modale »

F non-linéarité en variables physiques

F non-linéarité du systeme projeté sur les p modes naturels du systeme linéaire sous-jacent

[Keq] matrice de raideur approximation de la non-linéarité par LSG

J(0) fonction cotut pour le probleme d’identification

(M], [C], K] matrices de masse, d’amortissement et de raideur du systéme physique

[M], [C], [K]  matrices de masse, d’amortissement et de raideur du systéme projeté sur les p modes naturels du systeme

linéaire sous-jacent

p(A) densité de probabilité de I'énergie modale A

qi i-eéme composante modale du SLPA

[S] matrice de répartition géométrique de la sollicitation pour le systeme physique

[S] matrice de répartition géométrique de la sollicitation pour le systeme projeté

[Sq] matrice de DSP de g vecteurs des ¢; composantes modales du SLPA

[Su] matrice de DSP du déplacement U du systéme physique

[Sw] matrice de DSP de la sollicitation W

[Sx] matrice de DSP du déplacement X du systeéme projeté

U vecteur déplacement du systeme physique

w sollicitation du systeme physique

X vecteur déplacement du systéme projeté suivant [®],

0i facteur de participation du mode i & I’énergie modale totale A®

0 vecteur des parametres du modele non-linéaire

13 constante d’amortissement visqueux du systéeme physique

©i phase du i-eme mode du systeme projeté

(@], matrice modale des p premiers modes naturels du systeme linéaire sous-jacent au systeme physique

Ueq,i forme modale du i-eme mode du SLE obtenu par LSG

0; pulsation du i-eme mode (non-linéaire) du systéme projeté

Wegq,i pulsation du i-eéme mode du SLE obtenu par LSG

[w?], matrice diagonale des carrés des p premieres pulsations naturelles du systéme linéaire sous-jacent au

systeme physique
[]" matrice transposée
E espérance mathématique

variables aléatoires dont la loi de probabilité est celle
des « amplitudes modales » de la réponse stationnaire
du systeme non-linéaire. Cette loi de probabilité, qui
peut, sous certaines hypotheses, étre calculée, dépend des
modes couplés non-linéaires, de ’amortissement et de la
DSP de de la sollicitation. Pour un systeme a n DDL,
le calcul d’une telle approximation de la matrice de DSP
nécessite, pour chaque pulsation, ’évaluation numérique
d’une intégrale n-uple et la résolution d’un probleme aux
valeurs propres non-linéaire (calcul des modes couplés
non-linéaires) en chaque point d’intégration.

Pour réduire le cout de calcul une version simplifiée
de la méthode a été proposée dans [8,9]. Les fréquences
modales sont définies comme fonctions d’une seule va-
riable aléatoire, la norme L? du vecteur amplitude, tan-
dis que les formes modales sont données, en un seul cal-
cul, par Linéarisation Stochastique Gaussienne (LSG). La
détermination de la DSP approchée n’exige alors que le
calcul d’une intégrale simple. Les approximations de la
DSP ainsi calculées qui restent toujours tres sensibles
aux composantes non-linéaires, peuvent étre avantageu-
sement employées dans une procédure d’identification a

I’aide d’une fonction cott tenant compte de la différence
entre 'approximation et la DSP mesurée.

Cet article est consacré a la description de la
procédure d’identification. Les étapes d’approximation de
la DSP sont rappelées section 2. La section 3 est plus
particulierement dédiée a la construction du SLPA. Le
probleme d’identification est abordé a la section 4 et une
mise en oeuvre a partir de données recueillies sur une
structure réelle constituée d’une poutre sur supports non-
linéaires est présentée section 5. Signalons que dans la
suite de cet exposé, nous utiliserons indifféremment le
terme fréquence ou pulsation pour désigner les pulsations.

2 Probleme direct : approximation
de la DSP

Soit un systeme mécanique a n DDL, décrit par un
systeme differentiel du second ordre de la forme

MU () +2¢ [ClU ) K] U (D) +F (U () = V4AE[S] W((g
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[M], [C] et [K] sont des matrices n x n réelles, symétriques
et définies positives, £ est une constante vérifiant 0 < £ <
1. La fonction F(U) qui modélise la force de rappel non-
linéaire, est supposée monotone, croissante et impaire. [S]
est une matrice nx m réelle et W (¢) un processus stochas-
tique a valeurs dans R™, stationnaire, large bande, de
valeur moyenne nulle (la matrice de DSP est [Sw (w)]).

La construction d’'une approximation de la matrice
de DSP [Sy(w)] de la réponse stationnaire U(t) utilise
les étapes suivantes :

étape 1. Réduction du systeme (1) par projection sur les
p (p < n) premiers modes du systéme linéaire sous jacent
(F(U) =0) d’ou I'équation

[M] X (t) + 2 [C) X (t) + F(X (1)) = VAE[SIW(t)  (2)
U= [@],X, [M] = [@]] [M][®],, [C] = @]} [C] @], [S] =
@]Z[ ] et F(X) = [K]X + [@]g&’:([@]pX) avec [K| =

[

(@] [K] [@],- [®], représente la matrice modale constituée
des p premiers modes naturels c’est-a-dire que [P, est
une matrice n X p satisfaisant le probleme aux valeurs
propres classique [K] [@], = [M] [®],[w?], ou [w?], est la
matrice diagonale des carrés des p premieres fréquences

naturelles;

étape 2. Approximation de la matrice de DSP [Sx (w)]
a Paide d’un SLPA [7,8];

étape 3. Approximation de la matrice de DSP [Sy(w)]

[Su()] = [@1,[Sx ()], (3)

Dans ce qui suit seule I'étape 2 est détaillée.

3 Construction du SLPA et approximation
de la DSP

3.1 Résultats préliminaires. LSG et amplitudes
de Rayleigh

Le Systeme Linéaire Equivalent (SLE) issu de la
LSG [10] appliquée & (2) est de la forme

X (1) + [Keg) X (1) = VASIW (1) (4)

ou la matrice de raideur [K,,| minimise la moyenne qua-
dratique E(ETE) de lécart € = F(X) — [KegX. La
loi de probabilité de la réponse non-linéaire n’étant pas
connue, la loi de probabilité (qui est une gaussienne)
de la réponse du systéme linéaire (4) est utilisée pour
évaluer l'espérance mathématique E(.) et un procédé
itératif conduit & la matrice de raideur équivalente [K.,].

Au couple déplacement-vitesse (X, X ), solution de (4),
est associé le couple amplitude-phase (a,y) par la
transformation

X(t) =30 | Weqiai(t) cos(weq,it + ¢i(t))
X(t) = — f:l Weq,iweqyiai (t) sin(weq,it —+ ©i (t))

[M] X () +2¢[C]
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ou a; (respectivement ¢;) représente la i-éme com-
posante de Tamplitude (respectivement de la phase)
et (w? Wegi» Yeq,i) désignent les p modes propres du SLE so-
lutions du probleme aux valeurs propres

[M][¥eq)lw?y] = [KeqllWeq] s [eq] " [M][Weg] = [1] (6)

ol [¥,q| désigne la matrice des vecteurs propres.

Le principe de moyenne stochastique [11] permet de
décrire I’évolution des composantes modales a;, a l'aide de
I'Equation Différentielle Stochastique de Ité (EDSI) sui-
vante (pour simplifier 'écriture la dépendance temporelle
des variables sera toujours omise),

1
da; = =€ <Ciai - ;giT [S%(Weq,i)} gi) dt

1
+ (2697 [T (weg,i)]gi) > dw;  (7)
ol ¢; = Weqz[C’]%q,i, gl = Weg.i Wg;”[S] et [ST] désigne
la partie réelle de [Sw]. On peut vérifier & partir de (7)
que les amplitudes a; sont distribuées suivant une loi de
Rayleigh et stochastiquement indépendantes.

3.2 Décomposition modale avec fréquences fonction
d’une variable vectorielle

Suivant [8], au vecteur déplacement-vitesse, solution
de I’équation (2), est associé un couple amplitude-phase
par la transformation

Z%q i ai(t) cos ¢;(t) (8)
X(t) == Weqi 2i(a(t))ai(t) sin 4 (t) (9)

bi(t) = / Q(a())ds + pi(t), (10)

ou a;(t) (respectivement ¢;(t)) désigne la i-eme com-
posante de a(t) (respectivement o(t)), ¢;(t) désigne
l'angle associé et les vecteurs W, ; satisfont (6). Ce
développement est une généralisation de la décomposition
modale (5), les fonctions a — §2;(a) (RT. — Ry)
sont appelées fréquences modales. En ne conservant
que les coefficients des termes en cos¢; pour j =
1,---,p dans le développement de Fourier de la fonction
2m-multipériodique

p
L bp) — F Zkffemaj COS ¢ (11)

Jj=1

¢:(¢15"'



64 S. Bellizzi et al. : Mécanique & Industries 5, 61-69 (2004)

la méthode du premier harmonique basée sur 1’équilibrage
harmonique suivant les termes cos ¢; pour j = 1,---,p,
appliquée a ’équation (2), fournit les équations

9 P
M. ()2 — F E V. -as .
(M ]Weqi % a;(2m)P /[0,27r]z> =1 o €080

XCOS¢id¢1"'d¢p7 2217ap (12)

qui définissent, pour a =
fréquences (2;.

En intégrant par parties relativement aux ¢;, les
fréquences (2; s’expriment sous la forme

(a1,a2,--- ,ap) fixé, les

2 B a
2 T
2i(a) = (2m)P /[o,zw]p Peq.i 8_XF ; Weq.j 15 €08 9

X Weqisin? ¢; dgy ---de, (13)

Chaque fréquence est une fonction du vecteur ampli-
tude a. Pour ¢ = 1,---,p, les couples (£2;(a), Weq,i) SE-
ront, par abus de langage, appelés modes couplés non-
linéaires. En effet, dans la littérature, la notion de modes
non-linéaires fait référence a des propriétés intrinseques
du systeme, ce qui n’est pas le cas ici. Les W,y ;, et par
suite les (2;, dépendent de ’excitation.

La méthodologie et le principe de moyenne stochas-
tique décrits dans [7], appliqués & (2), conduisent aux
2p-EDSI couplées qui caractérisent la dynamique des
composantes de a et ¢

Ci 7 ISt (2i(a))lgi

da; = — = @i — g;
a £<Dia 9 Ba,

- aiig?[sé‘;mm»]gi) dat

+ (267 ST (2i(a))]gi)* duy (14)

dor = — € Tt 4 (26g [Sf (A(a))]gr)* dar (15)

ot [S()] désigne la partie réelle de [SW()]1 (sup-

posée définie positive), D; = 1 + (202;) ta; 2%,
9i = (D)8, i = e (2iDix

2 T8 (v))gs sin(2iv)dv), {ws(8)} et {, ()}, pour i =
1,---,pet j = 1,---p, représentent 2p processus de
Wiener unité, scalaires et indépendants. Par comparai-
son avec I’équation (7), les g; sont maintenant fonction
de a par 'intermédiaire des fréquences {2; et les ¢; restent
inchangés.

L’équation (14) permet d’exprimer la densité de pro-
babilité de a et, suivant [12], de construire un SLPA qui
conduit a une approximation de la matrice de DSP. Cette
approche fait appel au calcul d’intégrales de dimension p.
Afin de simplifier la mise en ceuvre, le vecteur amplitude a
est remplacé par une variable scalaire qui tient compte de
la répartition énergétique de chaque composante modale.

3.3 Décomposition modale avec fréquences fonction
d’une variable scalaire

Soit le processus « énergie modale » défini par [8,9]
P
A%(t) = a3(h) (16)
j=1

L’évolution de A, déduite des équations (14) et (15), est
régie par 'EDSI

i ‘fi (%ﬂ N (gﬂsﬁ;(izm»]gi) (1 ) A_)) N

P

a; 1
+Zj(2§9¢T (St (£2i(a))] gi)* dw;  (17)
i=1
avec la notation f; = Fa; — gfia[s‘%((%q(a))]gi _

aiigiT[S{},(Qi(a))]gi. Cette EDSI dépend des amplitudes
modales et ne suffit pas & caractériser le processus {A(¢)}.

De fagon a découpler les équations (14) et (17),
I'influence des composantes a;(t) est prise en compte
dans (17) par une projection de la forme a;(t) = 6; A(t).
Chaque coefficient est déterminé en minimisant, par rap-
port & §2, expression

E [a(t) — 67 A%(1)]? (18)
On vérifie simplement que > %, 62 = 1. Le facteur de
participation 62 rend compte de la part de I’énergie de la
composante i a I’énergie totale.

Le calcul des §; nécessite de connaitre la loi de pro-
babilité invariante de (14). On se restreint ici a ’approxi-
mation donnée par la LSG. Les a; étant alors stochasti-
quement indépendantes et distribuées suivant une loi de
Rayleigh, les §; s’expriment sous la forme

4 2 2
52 Ea; +Ea; ), Eqj
YO YEai+ 3, EqEd?

(19)

et se calculent simplement a ’aide des moments donnés
par le SLE (4).

De 'EDSI (17), découplée en substituant 6; A & a;, on
déduit la densité de probabilité invariante de { A(t)} (sous
I’hypothese de la convergence des intégrales)

iex - Aﬂ(a)a a
Va(A) p< /0 a(a) d)

cop [ [ 29 44
p</0 m(a)dﬂ (20)

avec a(A) = 33, 07g] (A)[S)(2:(A))]gi(4), B(A) =
2207 5y, V(A) = 35 2(1-07) g (A)[SF (£2:(A))]gi (A),
Cp constante de normalisation. Dans ces expressions, la
dépendance de g; vis-a-vis des p coeflicients J; est omise.

p(A) =Cn
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En substituant §; 4 & a;, la décomposition modale (8)
devient

P
X(t) = ZWeq,z' 6; A(t) cos i(t) (21)
i=1
et les fréquences déduites de (13), avec a; = 0;A,

s’écrivent

) = o [ o PO

X Weqisin? ¢; doy ---de,  (22)

On dispose maintenant d’une famille de modes
(£2;(A),¥.q;) dont les fréquences dépendent d’une va-
riable scalaire. Le caractere non intrinseque des modes
est accentué par la dépendance des (2; vis-a-vis des d;.

3.4 Approximation de la DSP

Par analogie avec I'analyse modale linéaire et suivant
la méthodologie proposée dans [12], & chaque mode non-
linéaire est associée une composante modale dont la dy-
namique est décrite par le SLPA

Gi(1) +26cs i(t) + 27 (A) qs(t) = VAEB(AWT 5[S] W (1)

(23)
olt £2;, Weqi €t ¢; sont définis en (22), (6) et (7). A est
une variable aléatoire scalaire (indépendante de {W(t)})
de densité de probabilité p(A).

La fonction B; est introduite pour assurer la conser-
vation du moment d’ordre 2 entre la réponse du systeme
linéaire (23) pour A = A et la i-eéme composante de (21).
Ce qui donne

07 cif22(A)

BilA) =4\ [5am.00))

(24)

avec s7(w) = Wy ;[S][Sw ()][ST [Weq.i-
Finalement une approximation de la matrice de DSP
de la réponse non-linéaire est donnée par

(Sx ()] =~ / W) T[Sy (w3 A)|[egp(A)dA (25

ol [Sq(w;A)] est la matrice de DSP de la réponse de
(23) pour A = A. La matrice de DSP de excitation
[Sw (w)] est nécessaire dans le calcul des W, ;, 0;, de p(A)
et [5,(w)].

3.5 Procédure numérique

L’approximation (25) repose sur des développements
analytiques techniques mais sa mise en ceuvre numérique,

faisant appel a des procédures classiques, a la structure
simple suivante :

1. calcul de la matrice [K.q] du systeme LSG (4);
2. résolution du probleme aux valeurs propres (6) ;
3. calcul des facteurs de participation 62 (19);
4. calcul de la matrice de DSP (25) par formule de qua-
drature nécessitant 1’évaluation
(a) des fréquences £2;(A) (22);
(b) de la probabilité p(A) (20),
en chaque point d’intégration.

Si F(U) est une fonction polynomiale, l'expres-
sion (22) s’obtient sous forme explicite en fonction des
coefficients du polynome simplifiant ainsi I’étape 4(a).

4 Probleme inverse : identification

des non-linéarités

Les termes linéaires de 1’équation (1) étant supposés
connus, un modele paramétrique, F (U, 0), est choisi pour
décrire la non-linéarité, 6 fait référence au vecteur des
parametres.

L’identification de 6 est réalisée par calage de la DSP
approchée de la réponse U sur la mesure correspondante.
La fonction de cotit retenue s’écrit

n No
= Z (10g10(sgj (wi)) — 108;10(533- (Wi)))2 (26)
j=1i=N,

ou S?Jj (w;) représente Papproximation théorique de la j-
eme composante de U(t), donnée par (3) et (25), qui
dépend de @ par les modes non-linéaires, alors que SZZ (ws)
désigne la DSP mesurée associée. La bande de fréquences
sur laquelle est réalisée l'identification, suggérée par la
réponse expérimentale, fixe les valeurs de Ny et Ns. Le
probleme de miminum non-convexe est résolu par un al-
gorithme classique.

5 Application : conditions aux limites
non-linéaires

5.1 Dispositif expérimental et modele

Le banc d’essais a été élaboré & I'Ecole Centrale de
Lyon dans le cadre du COST Structural Dynamics. Le
montage expérimental est schématisé figure 1. La struc-
ture vibrante comprend une poutre en acier, encastrée
en z = 0, et une non-linéarité localisée a 'extrémité
z = L = 0,633 m, réalisée a 'aide d’une lame d’acier
excitée en grands déplacements. La poutre est de section
carrée A = 0,196 x 1073 m?.

Le signal d’entrée est un processus bruit blanc a
bande limitée (incluant les deux premieres fréquences
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Fig. 1. Schéma du dispositif experimental. Détail des modeles
des supports.

de résonance), de moyenne nulle et d’intensité ajus-
table. Cette force d’excitation est délivrée par le vi-
breur e, mesurée par le transducteur d au point
ze = 0,063 m, les réponses en accélération sont mesurées
par les accélérometres a, b et ¢ aux points z; = 0,220 m,
zo = 0,420 m et z3 = 0,605 m. Des mesures sont dispo-
nibles pour trois niveaux du signal d’entrée, faible (1,8 N),
moyen (14,2 N) et fort (17,4 N). Le terme de niveau fait
référence a I’écart-type de la DSP de lentrée.

La poutre est modélisée suivant la théorie d’Euler-
Bernoulli en supposant connus les parametres
géométriques et physiques du matériau (module de
Young : E = 2 x 10" N.-m™2, masse volumique :
p = 7900 kg-m~3).

A Dextrémité z = 0 les conditions aux limites retenues
sont

9*u(0) 0 ou(0)

—El——— =k~ (27)
9u(0)
El—== =0 (28)

kO désignant le coefficient de raideur de rotation (voir 1,
Fig. 1).

L’élément de jonction entre la poutre et la lame est
représenté par une masse ponctuelle m, la non-linéarité
localisée (voir 2-3, Fig. 1) est modélisée par les conditions
aux limites suivantes

2U u (A 3
—ElaaZ(QL) = kfaa(ZL) + A\E (_a a(zL)) (29)

(30)

ot les raideurs de rotation kL et de translation k% ca-
ractérisent la partie linéaire, A\X et )\CLl la partie non-
linéaire du modele. Cette forme cubique simplifie le calcul
des 2;(A,9).

Une méthode d’éléments finis fournit les termes non
dissipatifs de (1), ’équation (2) est alors obtenue par pro-
jection sur les deux premiers modes (p = 2), seuls dispo-
nibles expérimentalement. De facon classique une matrice
diagonale d’amortissement [C] est introduite.

Les coefficients de raideur linéaire k0, k%, kZ et les
taux d’amortissement &1, £ sont d’abord identifiés, ces
valeurs étant connues on recherche les parametres de rai-
deur non-linéaire AL et A%,

Tableau 1. Parameétres linéaires identifiés.
ki (N-m™') k' (N-m) 3 &2
3444 234 0,0020 0,0019

K0 (N-m)
7192

Tableau 2. Fréquences naturelles identifiées.

fl (Hz)  fi" (Hz) 2 (Hz) f2" (Hz)
24,907 25,000 134,063 134,100

5.2 Identification des parameétres linéaires

L’identification de k2, kzé“, KE, & et & se fait avec
les données relatives a U'entrée faible niveau (1,8 N). La
fonction cotit tient compte des accélérations en z1, zo et 23
soit

J(0) = Ji(6) + J2(6) + J3(6) (31)
J;(0) est donné par (26), N7 et Ny correspondent & une
bande de 20 Hz autour des fréquences de résonance. Les
résultats sont donnés tableau 1. Les valeurs des deux

6
premieres fréquences de résonance, fie = ;’—;;, calculées
pour ces parametres, sont données tableau 2 ou f/"

désigne les valeurs mesurées correspondantes.

5.3 Identification des parameétres non-linéaires

L’identification des parametres non-linéaires A} et X
se fait a fort niveau d’entrée, avec une fonction cotut et
une plage de fréquences identiques au cas linéaire. Les
valeurs obtenues sont données tableau 3 (méthode 1).

A titre de comparaison, les résultats obtenus en [13], &
partir de la méthode globale (méthode 2), sont également
indiqués.

Pour illustrer I'insuffisance de "approximation LSG &
décrire la DSP de la réponse a une excitation de fort ni-
veau (17,4 N), la DSP obtenue par LSG est comparée
a la DSP mesurée (Fig. 2a). Le modele LSG reproduit
assez bien la premiere fréquence de résonance, surestime
son amplitude et ignore 1'étalement spectral. Par contre
I'identification a I'aide du LSPA conduit a une DSP en
bon accord avec la mesure (Fig. 2b). Pour le mode 1, la
translation de la fréquence de résonance et 1’étalement
spectral autour de celle-ci sont bien reproduits. La non-
linéarité a peu d’effet sur la seconde résonance. La
résonance secondaire (sous-harmonique et/ou effet de
couplage) qui apparait sur la réponse expérimentale n’est
pas prise en compte par le modele et ne peut donc pas
étre retrouvée.

Pour wvalider les résultats, 'approximation de la
réponse & un niveau moyen d’entrée (14,2 N) calculée avec
les parametres identifiés & fort niveau (17,4 N), se trouve
en bon accord avec la réponse expérimentale (Fig. 3a).
Inversement, la réponse théorique a fort niveau d’entrée
calculée avec les parametres identifiés a niveau moyen, ne
reproduit pas entierement 1’étalement spectral (Fig. 3b).
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Fig. 2. Approximations de la DSP de la réponse en z3 (accélérometre ¢) a fort niveau de sollicitation, fournies (a) par le modeéle
LSG et (b) par le modele SLPA identifiés & fort niveau de sollicitation. Ligne continue : modele ; ligne pointillée : mesure.
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Fig. 3. Approximations de la DSP de la réponse en z3 (accélérometre ¢) (a) & moyen niveau de sollicitation, le modele SLPA
étant identifié & fort niveau et (b) & fort niveau de sollicitation le modele SLPA étant identifié & moyen niveau. Ligne continue :

modele ; ligne pointillée : mesure.
Tableau 3. Parametres non-linéaires identifiés.
méthode niveau (N) 01 02 A (N.m™?) AL (N-m)
1 17,4 0,9523  0,3053 2,73 x 10° —7,97 x 10°
2 17,4 2,49 x 10° —5,11 x 10°
1 14,2 0,9580 0,2869 2,18 x 10°  —12,55 x 10°
2 14,2 1,78 x 10° —7,61 x 10°

L’information modale donnée par le SLPA peut étre
utilisée pour compléter les résultats. Le comportement,
en fonction de A, des fréquences (21 et (25, calculées a
partir de I’équation (22), est visualisé sur les figures 4a
et 4b respectivement, pour les niveaux moyen et fort. On
constate que le premier mode est durcissant, le second
molissant. La faible différence entre les niveaux moyen
et fort se traduit par un faible écart entre les fréquences
correspondantes. Les formes modales, non représentées,
sont tres peu affectées par la non-linéarité dans le modele
LSG.

La figure 5a représente, pour une excitation fort ni-
veau, le mode 1 calculé a I'aide du modele identifié a fort

niveau (ligne continue) et & moyen niveau (ligne poin-
tillée). La figure 5b représente, dans les mémes conditions,
la densité de probabilité. L’étalement en fréquences insuf-
fisant, constaté sur la DSP (Fig. 3b), est di a I’écart entre
les modes, les densités de probabilité ayant pratiquement
le méme support.

Pour une excitation moyen niveau, le calcul du mode 1
a partir du modele identifié a fort niveau ou a moyen ni-
veau, donne des fréquences tres proches, indicernables sur
la figure 6a. Il en est de méme pour la densité de proba-
bilité, représentée figure 6b. Cette situation est en accord
avec ’étalement en fréquences de la DSP bien reproduit
(Fig. 3a).



68 S. Bellizzi et al. : Mécanique & Industries 5, 61-69 (2004)

1345

(b)

133.5

N

<
o

G
1325

: : 131.5 : !
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
A 3 A 3

x 107 x 10

Fig. 4. Evolutions (a) de la pulsation modale 1 et (b) de la pulsation modale 2 fournies par les modeles SLPA identifiés & fort
niveau (ligne continue) et & moyen niveau (ligne pointillée).
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Fig. 5. Evolutions & fort niveau de sollicitation (a) de la pulsation modale 1 et (b) de la densité de probabilité fournies par les
modeles SLPA identifiés & fort niveau (ligne continue) et & moyen niveau (ligne pointillée).
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Fig. 6. Evolutions & moyen niveau de sollicitation (a) de la pulsation modale 1 et (b) de la densité de probabilité fournies par
les modeles SLPA identifiés & fort niveau (ligne continue) et & moyen niveau (ligne pointillée).
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