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Résumé – Cet article propose la mise en œuvre de schémas numériques permettant le calcul d’écoulements
diphasiques liquide-vapeur monodimensionnels instationnaires. Les cas tests classiques sont décrits avec leur
étude de convergence. Des comparaisons avec des résultats expérimentaux stationnaires sont aussi données.

Mots clés : Méthode des volumes finis / solveur de Roe / modèle homogène relaxé / écoulements
autovaporisants

Abstract – On the implementation of numerical schemes for the study of unsteady two-phase
flows. This paper deals with the application of numerical schemes to the calculation of two-phase flows.
Some classical one-dimensional flows are tested with those numerical schemes. Comparisons with experi-
mental two-phase flows are also given.
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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la simulation des
écoulements diphasiques eau-vapeur à travers les organes
de robinetterie industrielle, tels que soupapes de sûreté
ou disques de rupture. Ces composants sont utilisés pour
la protection des circuits de centrales nucléaires contre les
surpressions accidentelles.

Le problème consiste à savoir modéliser l’écoulement
instationnaire d’un liquide qui, par suite d’une
dépressurisation, va se vaporiser au passage de l’or-
gane de détente. Nous avons orienté notre recherche
selon deux directions parallèles. La première nécessite de
savoir représenter correctement le retard au changement
de phase qui est la conséquence d’une chute rapide de
pression au sein du liquide.

La seconde met en œuvre des schémas numériques
�� volumes finis �� [1–3] qui soient capables de reproduire
les paramètres du fluide en écoulement, sachant que le
nombre de Mach varie de quelques dixièmes à plusieurs
unités avec formation d’ondes de chocs de condensation.

Nous décrirons tout d’abord dans cet article les
deux modèles physiques que nous avons retenus pour
représenter le retard au changement de phase.
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Nous décrirons ensuite le solveur VFRoe [4] en va-
riables non conservatives (VFRoe-ncv) et le solveur de
Rusanov.

L’application de ces deux schémas au calcul d’un
écoulement en tuyère sera ensuite montrée et le résultat
de ces calculs en écoulement stationnaire sera commenté.

1 Les modèles de changement de phase
instationnaire

Les équations d’évolution pour les écoulements auto-
vaporisants ont été obtenues en supposant l’égalité des
pressions et des vitesses dans les deux phases, et en
considérant que la vapeur est saturée. Elles sont données
ci-dessous :
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674 M. Barret et al. : Mécanique & Industries 5, 673–676 (2004)

Fig. 1. Courbes de pression et de taux de vide pour l’essai
n◦ 405 de Moby-Dick [8]. Débitexp = 2,74 kg.s−1, débitHRM =
2,61 kg.s−1, débitJones = 2,75 kg.s−1.

équations dans lesquelles z est l’abscisse, t le temps, A
est la section droite, u la vitesse moyenne, ρ la masse
volumique, x le titre, P la pression, E l’énergie totale,
Γ le terme de transfert de masse entre les deux phases,
Q la chaleur échangée avec l’extérieur et Qfrot l’énergie
perdue en frottement.

Il s’agit maintenant de préciser les expressions pour
les termes sources, transfert de masse entre les phases, le
frottement pariétal et les transferts de chaleur à la pa-
roi. Pour cela, deux modèles physiques ont été retenus :
le modèle homogène relaxé (HRM) proposé par Bilicki
et al. [5–7] et le modèle de nucléation à la paroi proposé
par Jones et al. [8–10].

Une comparaison de ces deux modèles a été effectuée
en comparaison avec des écoulements stationnaires four-
nis par Réocreux [11] (voir Fig. 1).

Dans l’ensemble, l’utilisation du modèle HRM et du
modèle de Jones et al. pour les écoulements en autova-
porisation dans une tuyère donne des résultats satisfai-
sants. La corrélation du temps de relaxation apparaissant
dans le modèle HRM n’est valable que pour des pressions
inférieures à 25 bars. En effet, même si elle permet d’esti-
mer correctement le débit pour des pressions plus élevées,
les évolutions de la pression et du taux de vide ne sont
par contre pas très bonnes.

Pour sa part, le modèle de Jones et al., qui s’appuie sur
des hypothèses physiques plus solides, reste performant
sur une grande gamme de pression. En effet, il commet
toujours la même erreur, c’est-à-dire qu’il sous-estime la
perte de charge lors de l’apparition des premières bulles
de vapeur, ce qui entrâıne une surestimation systématique
du débit. De plus, en tenant compte de la structure de
l’écoulement, il arrive à prendre en compte l’effet de
décollement dans le divergent.

Ces deux modèles ont donc leurs avantages et leurs
inconvénients. Celui de Jones et al. peut être utilisé di-
rectement pour des calculs dans de nouvelles géométries
et avec des conditions thermodynamiques différentes, sans
trop perdre de précision. Malheureusement sa complexité
rend le développement de nouvelles corrélations très dif-
ficile. Si les résultats du modèle HRM actuel sont moins

Fig. 2. Maillage unidimensionnel.

bons, sa simplicité facilite sa mise en œuvre dans le cas
d’un écoulement instationnaire.

De plus, le développement d’une nouvelle corrélation
pour le temps de relaxation, adaptée aux pressions
supérieures à 80 bars, est possible en utilisant la méthode
proposée par Bilicki et al. [5]. Mais il n’y a aucun
moyen d’assurer qu’elle sera encore valable dans une autre
géométrie.

2 Les schémas numériques �� volumes finis ��

Cette partie présente quelques schémas numériques
pour la résolution d’un système de lois de conservation :

W,t + F (W ),z = 0

W représente le vecteur ayant pour composantes les va-
riables d’état du système ; par exemple, dans le cas du
modèle d’écoulement diphasique proposé à la section 1,
ce vecteur W a pour composantes A, ρ.A.x, ρ.A, ρ.A.u
et A.E.

Dans ce qui suit, WL et WR désignent les valeurs res-
pectivement à gauche et à droite de l’interface i + 1/2.
Dans le cas des schémas explicites d’ordre 1, on a WL =
Wn

i et WR = Wn
i+1 (Fig. 2).

2.1 Le schéma de Rusanov [12]

C’est un schéma volumes finis qui s’écrit :
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Le calcul du flux numérique de Rusanov à l’interface
ne demande pas de résoudre de problème de Riemann. Il
s’écrit simplement :
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λk étant les valeurs propres de la matrice jaco-
bienne F ′(W ).
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Ce schéma consistant est très peu coûteux en temps
de calcul et présente l’avantage d’être utilisable pour tout
système conservatif hyperbolique, en particulier pour le
cas qui nous intéresse des équations d’Euler pour un fluide
réel.

De plus, ce schéma est très stable et assure lui aussi de
conserver la positivité de la masse volumique. Cependant,
comme nous le verrons par la suite, ce schéma pèche par sa
précision. Ceci est surtout pénalisant pour les écoulements
multidimensionnels où les contraintes de temps de calcul
limitent l’utilisation de maillages très fins.

2.2 Le schéma de VFRoe-ncv [13]

Ce schéma est aussi un schéma volumes finis :

Wn+1
i = Wn

i − (∆t)n

hi

[
GVFROE-ncv

i+1/2 (Wn)

−GVFROE-ncv
i−1/2 (Wn)

]

Pour calculer le flux numérique, on introduit d’abord
une nouvelle variable d’état Y , et on effectue le change-
ment de variable W → Y (W ). Le système continu (4.1)
devient :

W (Y ),t + F [W (Y )],z = 0

soit pour les solutions régulières :

Y,t +
[
W,Y (Y )

]−1[
F,W [W (Y )]

][
W,Y (Y )

]
Y,z = 0

ou encore :
Y,t + B(Y )Y,z = 0

On associe donc le problème hyperbolique linéaire
suivant :

Y,t + B
(
Y

)
Y,z = 0

où Y = (YL + YR)/2, avec comme conditions initiales :
{

Y (z < 0, t = 0) = YL = Y (WL)

Y (z > 0, t = 0) = YR = Y (WR)

Ce problème de Riemann linéaire se résout très sim-
plement. La solution se compose de n états intermédiaires
constants séparés par des discontinuités de contact. Les
valeurs de ces états se calculent de la manière suivante : la
différence entre les états initiaux YR et YL est décomposée
sur la base des vecteurs propres à droite de B(Y )

YR − YL =
n∑

i=1

αi ri

Les coefficients αi sont donnés par la relation :

αi = (li)t (YR − YL)

où les li sont les vecteurs propres à gauche de B(Y ). Les
états intermédiaires sont alors calculés par :

Yk − YL =
k∑

i=1

αi ri

La figure 3 donne une représentation schématique de
cette solution.

Fig. 3. Calcul des états intermédiaires.

Remarque

Il n’existe pas de justification précise pour le choix
de la variable d’état Y . Certaines conditions doivent
néanmoins être remplies [13]. Pour le modèle HRM en
gaz parfait, Y a pour composantes (x, τ, u, P )t.

3 Cas tests instationnaires

Plusieurs cas tests ont été étudiés, c’est-à-dire com-
parés avec des résultats de référence. Ces derniers peuvent
être les solutions analytiques, lorsqu’elles existent, ou bien
des résultats de calcul sur 100 000 mailles. Les courbes de
convergence ont été ainsi obtenues [14].

Nous ne donnerons ici que les résultats obtenus sur
une tuyère en écoulement stationnaire (l’état stationnaire
étant la limite asymptotique temporelle donnée par le
schéma instationnaire).

La section de la tuyère convergente divergente est
donnée en fonction de l’abscisse z par l’expression
(Fig. 4) :






A(z) = 4 si 0 < z < 1/6
A(z) = −54z2 + 18z + 2,5 si 1/6 < z < 1/3
A(z) = 54z2 − 54z + 14,5 si 1/3 < z < 2/3
A(z) = −54z2 + 90z − 33,5 si 2/3 < z < 5/6
A(z) = 4 si 5/6 < z < 1

Les conditions thermodynamiques en entrée sont
fixées à : PE = 15 bar, enthalpie hE = 860 kJ.kg−1, et
x = x̄ (PE, hE) tandis qu’en sortie, on impose la pres-
sion PS = 10 bar.

Comme pour les autres cas tests de ce type, le mélange
est initialement supposé au repos dans les mêmes condi-
tions thermodynamiques que celles imposées en entrée.

Les résultats des trois schémas (Rusanov, VFRoe-
ncv et Roe modifié) sur 1000 mailles sont donnés sur la
figure 5.

La première constatation est que les schémas de
Rusanov et de Roe modifié ne permettent absolument pas
d’obtenir une solution correcte. Alors qu’en utilisant le
schéma VFRoe-ncv, l’écoulement est critique et un choc
est présent dans le divergent, les résultats des deux autres
schémas ne contiennent même pas de point sonique.

Considérant uniquement les résultats du schéma
VFRoe-ncv, on constate que le défaut lié à la variation
de section dans le cas de l’eau liquide disparâıt pour un
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Fig. 4. Schéma de la tuyère convergente divergente.

Fig. 5. Écoulement diphasique stationnaire en tuyère.
Résultats donnés par les schémas numériques (1000 mailles).

écoulement diphasique, ce qui confirme qu’il était dû à la
très faible variation de la masse volumique avec la pres-
sion. De plus, la figure 5 confirme que le taux de vide
varie au passage du choc stationnaire, puisque la pression
et la masse volumique varient à travers le choc, alors que
le titre reste constant.

Conclusion

Le travail que nous avons entrepris a mis en évidence
que le schéma VFRoe en variables non conservatives est
le plus précis. Pour des écoulements instationnaires, les
trois schémas sont à peu près équivalents, mais dans le
cas stationnaire, le schéma de Rusanov et le schéma de
Roe modifié sont nettement moins précis.

Cette différence est particulièrement marquée dans le
cas des écoulements liquides ou diphasiques, où il est
nécessaire avec ces deux schémas d’utiliser des maillages
plus de dix fois plus fins, pour obtenir une précision com-
parable à celle du schéma VFRoe-ncv.

On peut se demander si l’origine des bonnes per-
formances du schéma VFRoe-ncv est liée au fait qu’il

appartient à la classe Godunov, c’est-à-dire qu’il utilise le
flux analytique pris en un état approché, contrairement
au schéma de Rusanov et au schéma de Roe modifié, ou si
cela est lié à l’utilisation des variables (1/ρ, u, P ) pour le
problème linéarisé, dans la mesure où la variation relative
de la variable conservative W est peu sensible à la varia-
tion relative de P , qui est l’une des variables �� motrices ��

du problème de Riemann non linéaire unidimensionnel.
Néanmoins, le schéma de Rusanov reste intéressant,

car il est nettement plus robuste que les deux autres. Une
stratégie industrielle a donc été mise en place : on utilise
prioritairement le schéma VFRoe-ncv, et pour les cas de
démarrages violents, on débute le calcul avec le schéma
de Rusanov, avant de basculer sur le schéma VFRoe-ncv
une fois les effets non linéaires partiellement établis (ondes
formées).
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en écoulement diphasique eau-vapeur, Thèse de docto-
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