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Résumé — L’objectif de ce travail est de déterminer une forme de profil de vitesse a ’entrée d’un tube
circulaire, ainsi que la forme géométrique de la paroi de la conduite correspondant, permettant de maximiser
le transfert de chaleur & l'intérieur de la conduite. On considere la convection mixte, bidimensionnelle,
laminaire pour un fluide newtonien, en géométrie axisymetrique. Le profil de vitesse axiale a ’entrée du
tube optimum, est obtenu numériquement, en résolvant le systéeme d’équations aux dérivées partielles
en coordonnées cylindriques, par une méthode aux différences finies. Pratiquement ce profil est obtenu
en modifiant sur une longueur donnée, la forme de la paroi de la conduite créée par des perturbations
particulieres du profil amont, ce qui permet de générer le profil choisi.

Mots clés : Conduite déformée / perturbations / profil de vitesse / transfert thermique

Abstract — Increase heat transfer by optimization revolution geometry. The objective of this
work is to study the influence of the velocity profiles and geometrical on the heat transfer. We consider
a two-dimensional mixed convection in a circular tube heated from below for a Newtonian fluid in the
laminar regime. The optimum velocity profile is obtained numerically. A semi-analytical method is used

to obtain the geometrical modification of the duct walls.
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1 Introduction

Le transfert thermique par convection mixte a
Iintérieur d’un tube circulaire, présente un intérét
considérable, en vue d’applications technologiques telles
que : dépot chimique des couches minces, refroidissement
des pieces électroniques [1-7], augmentation de effica-
cité d’un échangeur de chaleur, calcul de I’énergie d’un
capteur solaire et plusieurs autres domaines des sciences
de l'ingénieur. Les phénomenes qui apparaissent dans le
cas de la convection mixte en géométrie axisymetrique
sont complexes et dépendent en plus de la géométrie
de la conduite, de plusieurs parametres : le nombre de
Reynolds Re, le nombre de Rayleigh Ra, et le nombre de
Prandtl Pr. Les conditions aux limites, tant celles fixant
le profil de vitesse a ’entrée du tube, que celles relatives
a la géométrie de la conduite, ont une influence sur le
transfert thermique. Si de nombreux travaux ont cherché
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a corréler le transfert thermique aux conditions aux li-
mites thermiques imposées aux parois du tube [8-10],
ou & la forme géométrique de la conduite [11-13], peu
ont concerné l'influence des conditions amont et aval
sur ce méme transfert. L’objectif de cette étude est de
déterminer numériquement une forme de profil de vitesse
axiale imposée a l'entrée du tube permettant de maxi-
miser le transfert thermique. Cette forme de profil est
obtenue par une déformation géométrique de la conduite
sur une longueur donnée. Dans ce but, nous avons a par-
tir d’une résolution numérique des équations completes
de mouvement, déterminé une forme de profil de vitesse
a l'entrée de la conduite, permettant de rendre maxi-
mum le nombre de Nusselt. Une méthode semi-analytique
détaillée dans [14] est utilisée dans ce travail. Elle permet
de générer a travers des modifications de géométrie, un
profil de vitesse arbitraire préalablement défini dans une
section donnée de la conduite. Cette forme de profil cor-
respond a une modification sur une longueur donnée, de
la forme géométrique de la paroi de la conduite.
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2 Recherche du profil optimum : résolution

numérique
2.1 Formulation mathématique du probleme

Dans le systéme de coordonnées cylindriques (7,6, Z)
on considere 1’écoulement axisymétrique plan d’un fluide
newtonien incompressible de viscosité cinématique v,
dans un tube circulaire de tres grande longueur Lg et
de rayon Ry. Les conditions aux limites thermiques im-
posées sont : une température 7. pour r* = Ry et un
flux de chaleur nul sur 'axe. On introduit les quantités
adimensionnelles suivantes :

t—et*UO r—i z—ez—*
T R TRy’ "R’
vV Vr ¥
V;" == 5 Vz = _Zv = €R0p )
el U vpUy
T_T*—TO w—w*RO Y
AT Uy B RgUo

out, V,, V., p, T, w, ¥ désignent respectivement le temps,
la vitesse radiale, la vitesse axiale, la pression, le champ
de température, la fonction vorticité et la fonction de
courant adimensionnelles; AT, Uy, €, p, v représentent
une différence de température de référence, la vitesse
moyenne, le rapport de forme f—g, la masse volumique et
la viscosité cinématique. Les équations de Navier-Stokes
adimensionnelles s’écrivent sous la forme :
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ou Re = est le nombre de Reynolds, Ra = =~
le nombre de Rayleigh, Pr = = le nombre de Prandtl,
la diffusivité thermique, g ’accélération de la pesanteur,
[ le coefficient d’expansion thermique et Pe = RePr le
nombre de Peclet.

Aux équations (1)—(4) on associe les conditions aux
limites dynamiques et thermiques suivantes :

Vi(r,z=0)=T(r,z=0)=V, (r=1,2)
=V, (r=1,2)=0,T(r=1,2)=1

rd =]

[

Fig. 1. Configuration géométrique étudiée et systeme de
coordonnées.

21;1/(48) 7=1/28)

aV, 0%V, OT L
ro_ =_—=0 pour Zz—oetOSTSL

9z 022 Oz Ry
(5)
T L
V,.sz:g—Tzo pour OSZSR—getr:O

Le systeme formé des équations (1)—(4) et des condi-
tions aux limites (5), est résolu numériquement en formu-
lation vorticité fonction de courant (w, 9).

Dans le but de mettre en évidence l'effet de la forme
du profil de vitesse axiale imposé a ’entrée du tube nous
considérons que la condition a I’entrée de la conduite est
de la forme :

Vz (T7 0) = Vp (T) + ’U(T7 O)a (6)
ol V,,(r,0) est un profil parabolique défini par :
Vo(r)=2 (1 — r2) , (7)

v(r,0) est une fonction a priori arbitraire de r, qui vérifie
les conditions d’adhérence aux parois, de débit nul et
d’axisymétrie de sorte que :

(8a)

(8b)
/rv (r,0)dr =0 (8¢)

2.2 Solution numérique

Le systeme formé des équations (1)—(4) et des condi-
tions aux limites (5) est discrétisé suivant un schéma aux
différences finies utilisant un maillage uniforme dans le
domaine de calcul. Les dérivées spatiales des équations
de transport pour la vorticité w et I’énergie T sont ap-
proximées par un schéma centré du second ordre. Les
équations (2)—(4) sont paraboliques par rapport au temps
et elliptiques par rapport aux coordonnées spatiales. Elles
ont été intégrées par la méthode ADI (Alternating Direc-
tions Implicit). La fonction de courant ¢ est déterminée
par application de la méthode SOR (Successive Over Re-
laxation). Dans le cadre de cette étude on cherche a
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déterminer un profil de vitesse a l’entrée du tube per-
mettant de rendre maximum le nombre de Nusselt glo-
bal. Pour cela on superpose au profil de vitesse axial a
I’entrée du tube une perturbation qui peut étre exprimée
a ’aide d’un développement en séries de Fourier, en fonc-
tion des amplitudes des perturbations symétriques by et
antisymétriques a sous la forme :

k=N
v(r z) = Z [ax sin (2k7r) 4 by cos (2kmr)] e ™% (9)
k=1
ol les A\; sont des valeurs propres définies par :

4(km)?
\, Atk
Re
L’intensité d’échange de chaleur entre une paroi solide
et un fluide en mouvement est caractérisée par le nombre
de Nusselt. Le nombre de Nusselt local est défini par :

_(oT
or ),

1-7,

(k=1,2,...N).

Nu(z) =
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avec T, (2) = (10)
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L’échange de chaleur global est caractérisé par le
nombre de Nusselt global :

Lo Jo (1D

Les perturbations dynamiques superposées au pro-
fil d’entrée parabolique induisent des variations dans la
forme des profils de vitesse dans toute la zone ou le régime
est établit. Notons que cette variation de distribution de
vitesse modifie le nombre de Nusselt global (Eq. (11))
caractéristique du bilan de transfert thermique dans la
conduite. Le profil de vitesse optimum est celui qui per-
met de maximiser le nombre de Nusselt global. L’effet de
la perturbation du profil de vitesse axiale a I'entrée du
tube est illustré sur la figure 2. En effet en considérant un
développement de la relation (9) a Pordre 6, Les calculs
numériques montrent pour 0 < ar < 0,25et 0 < by, < 0,25
(k = 1,6) qu’il existe un extremum du nombre de Nusselt.
Sur la figure 2 on remarque que les courbes correspondant
a un profil de vitesse perturbé sont au-dessus de celles ob-
tenues dans le cas ou le profil est parabolique.

Sur la figure 3 représentant la variation du nombre
de Nusselt global en fonction des coefficients de pertur-
bation, on constate ’existence d’un nombre Nusselt glo-
bal optimum. Le nombre de Nusselt global optimum pour
un développement a l'ordre 4 (Fig. 3) est identique a ce-
lui obtenu pour un développement a l’ordre 6 (figures en
annexe 3b—3c). C’est la raison pour laquelle on peut se
limiter & un développement d’ordre 4 pour ce probleme.

40 4
Nu(z)

351

= profil parabolique ak = 0
30 4

25 —+— a1 =0,05, a2=0,05,a3=0

—— a1 =0, a2=0,1,a3=0

12,5 20,1 23,3 23,9 24,5

Fig. 2. Variation du nombre de Nusselt local : pour un profil
de vitesse d’entrée parabolique et un profil de vitesse d’entrée
déformé. ay = —a1, as = —as, as = —as, Ra = 10*, Re = 600,
e = 0,02.

= ==

Fig. 3. Variation du nombre de Nusselt global Nug(as,a4),
by = ba = 0, a1, az, as et aq vérifiant les relations issues des
conditions (8), Ra = 10", Re = 600, ¢ = 0,02.

2.3 Solution semi-analytique : détermination
de la forme géométrique de paroi

On propose a partir de I’étude des équations aux per-
turbations pour un écoulement stationnaire d’un fluide
newtonien dans une conduite rigide a parois déformées,
une méthode permettant de créer dans une section
donnée de la conduite, un profil de vitesse arbitraire
préalablement défini. Ce profil est obtenu en modifiant
sur une longueur L donnée la forme de la paroi de la
conduite de sorte a créer des perturbations du profil mont
permettant de générer le profil choisi. Cette méthode peut
contribuer entre autres, au controle d’écoulement en vue
de leur stabilisation ou encore & I'optimisation de formes.
Dans le systeme des coordonnées cylindriques (r, 6, z)
on considere ’écoulement axisymétrique d’un fluide new-
tonien incompressible dans une conduite cylindrique, ri-
gide et déformée, d’équation R = R(z) et d’axe (Oz).
En considérant les variables adimensionnelles définies ci-
dessus, les équations de continuité et de quantité de mou-
vement deviennent :

ov, V. 9V,

0r+r+6z

~0 (12)
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Dans le cas ou € < 1 I’écoulement est dit unidimen-
sionnel et les équations de Navier-Stokes s’écrivent en
I’absence de forces volumiques sous la forme adimension-
nelle suivante :

dp
ar

oV, oV, dp 0%V, 10V,

s = - I
Re(v’“ar‘LVZaz) 8z+8r2 r or’ @
ov, Vi 0V,

+L 422 =0

or r 0z

Les conditions aux limites sont celles traduisant
I’adhérence du fluide a la paroi, l'axisymétrie et la
conservation de débit. Afin d’isoler dans le systeme
d’équations (I) la contribution des termes correspondants
a un profil de vitesse axiale de type parabolique, on in-
troduit les transformations suivantes :

=gy U=VE@), V=REV-nRR()V.,
™= R‘%z)% (15)

On pose alors :

V=V+v, U=u, m=mp+p

ot V, = 2(1 —n?) et mp, = —8 sont le profil de vitesse et
le gradient de pression pour un écoulement a profil de vi-
tesse axiale parabolique (dit de « Poiseuille »). Dans le cas
ol u, v et p sont suffisamment faibles pour étre considérés
comme des perturbations par rapport a un écoulement a
profil de vitesse parabolique, les équations aux perturba-
tions peuvent étre linéarisées. Elles s’écrivent alors sous
la forme :

op

5 =0 (16)
2
| omomnzz-gRa@)-
Re%lz()z)n (n*—1) (7)
g—z + % + % =0 (18)

ou R'(z) = dR=) - Notons que I'équation (17) du

systéme (IT) a été obtenue apres dérivation par rapport a
1 supprimant ainsi le terme en pression de cette relation.
Les conditions aux limites adimensionnelles sont respec-
tivement :

ou

1
u(l,z) = v(l2) =0, F40.2) =0, /nu(n,z)dnzo
0

L’équation (17) montre qu’a chaque forme de paroi Ry (z)
correspond dans une section zg un profil de vitesse
ug(n, zs). La linéarité de 'équation (17) permet d’établir
qu’a un profil :

N
U’(na ZS) = Z akuk(na ZS))
k=1

correspond une paroi R(z) définie par :

2
>

R'(z) ZakR;Ez) (19)

R(z) = " Ri(2)

On en déduit par intégration de ’équation (19) que
la paroi créant le profil u(n, zs) & la section zg est donnée
par 'expression :

R(z) =[] By*(2) (20)
k=1

Cette propriété inhérente a la nature de
Péquation (17) peut étre exploitée en vue de répondre
a la question suivante : « quelle forme de paroi R*(z)
faut-il se donner pour créer dans une section z* de la
conduite, un profil de vitesse ayant une forme f(n,z*)
donnée ? ».

La méthode proposée consiste a générer un ensemble
de N profils de vitesse indépendants a partir d’une suc-
cession de forme de paroi. Ces profils sont utilisés pour
approximer a partir de la méthode de Gramm-Schmit le
profil recherché. On établit alors la relation :

N
f(na Z*) = Z akuk(na Z*)
k=1

d’ou 'on déduit la forme de paroi :

N

R*(z) = [[ RY*(2)

k=1

3 Controle du profil de vitesse
par déformation de paroi

En se donnant un profil de vitesse parabolique &
Pentrée de la conduite et un profil cible (profil de vi-
tesse optimum) a atteindre dans une section donnée,
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Fig. 4. Profils de vitesse.

on détermine la forme de la conduite a 'aide de la re-
lation suivante :

N

R(=") = [ Bi* (=) (21)

k=1

Les coefficients aj sont connus. Les formes de parois
Ry (z*) sont exprimées par :

Ry(2*) =1+ 0,2sin <2”(N i o ZT)) (22)

*
Z3

o N est un entier, 27, 25 et 23 = 25 — 2, sont des
constantes définissant la zone de déformation de paroi.
Apres résolution et en se limitant & N = 6, les coeffi-
cients « obtenus sont :

a1 = —885,3,
au = 8538737,

o = 277555, a3 = —266367.6,
as = —10611489, g = 446833,6

La comparaison de la forme du profil de vitesse
optimum avec celle obtenue par la méthode semi-
analytique, est illustrée sur la figure 4. La courbe en
traits pleins représente le profil de vitesse optimum obtenu
numériquement, alors que les symboles ronds représentent
le profil de vitesse obtenu a partir de la relation (21), don-
nant la forme de paroi R(z*). Les résultats obtenus sont
en accord remarquables avec le profil exacte.

4 Conclusions

Dans ce travail grace a une résolution numérique des
équations de la convection mixte dans une conduite rigide
cylindrique, nous avons :

1. Montré I'influence de la perturbation du profil de vi-
tesse axiale a ’entrée de la conduite sur le coefficient
de transfert thermique caractérisé par le nombre de
Nusselt global.

2. Déterminé des coefficients de perturbation permettant
de maximiser le nombre de Nusselt global.

3. Déterminé par une méthode semi-analytique la forme
géométrique de paroi permettant de générer le profil
de vitesse optimum, obtenu numériquement.

Ce résultat peut s’appliquer a la résolution de quelques
problemes d’optimisation, intéressant le domaine des
sciences de 'ingénieur et la stabilité des écoulements en
conduite et en canal rectangulaire.
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