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Résumé — Dans ce travail, nous proposons un modele non-linéaire de retour a I'isotropie de la corrélation
pression-température suivant un développement a ordre cing du tenseur anisotrope de Reynolds b. Ce
modele est un essai d’extension du modele récent de Chung et Kim pour la corrélation pression-déformation.
L’étude de stabilité des états d’équilibre d’une turbulence homogeéne évoluant en ’absence de gradients
moyens, conduit & une condition simple sur I'un des coefficients du modele proposé. De plus, une étude de
réalisabilité est effectuée. Nous montrons qu’une condition suffisante de réalisabilité du modele proposé est
obtenue en exprimant ses coefficients en fonction de ceux du modele de la corrélation pression-déformation.
Enfin, une simulation numérique sur la base de résultats de simulation numérique directe de lida et Kasagi
a montré que le modele proposé assure une meilleure prédiction de la turbulence thermique par rapport
au modele classique de Rotta.

Mots clés : Retour a l'isotropie / corrélation pression-température / stabilité des points fixes / réalisabilité

Abstract — In this work, we propose a non linear model for the return to isotropy term of the pressure-
temperature correlation as a development of a fifth power of the Reynolds stress anisotropy b. This model
is an essay of extension of the recent model of Chung & Kim that is retained for the slow pressure-strain
correlation. The study of the stability of the equilibrium states of a homogeneous turbulence, in the absence
of mean gradients, leads to a simple condition on one of the coefficients of the proposed model. Moreover,
a study of realisability has been developed. We demonstrate that a sufficient condition of realisability of
the proposed model is obtained when its coefficients are expressed according to those of the pressure-strain
correlation model. Finally, a numerical simulation on the basis of the direct simulation results of lida &
Kasagi, has shown that the proposed model ensures a better prediction of the thermal turbulence with
respect to Rotta’s classic model.

Key words: Return to isotropy / pressure-temperature correlation / fixed point stability / realisability

aux phénomenes thermiques. Dans un travail précédent,

La modélisation de la corrélation pression-
température est une deuxieme étape dans la modélisation
des corrélations faisant intervenir les fluctuations de pres-
sion. Les modeles développés la derniere décennie pour
la corrélation pression-déformation n’ont pas connu, a
notre connaissance, une telle extension aux phénomenes
thermiques. Launder et al. [1], Shih et Lumley [2] et
Launder [3] ont développé des modeles de corrélation
pression-température en parfaite cohérence avec leurs
modeles des corrélations pression-déformation. Les
modeles de corrélation pression-déformation plus récents
n’ont pas bénéficié, pour la plupart, d’'une extension
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nous avons proposé une formulation de la corrélation
pression-température [4] en cohérence avec le modele de
retour a l'isotropie de la corrélation pression-déformation
de Sarkar et Speziale [5].

Dans cet article, nous développons un modele
de retour a lisotropie de la corrélation pression-
température [6,7], en vue de décrire la décroissance d’une
turbulence homogene, initialement anisotrope, associée
ou non a un gradient moyen de vitesse.

Nous présentons, a la section 2 le modele de Chung
et Kim que nous retenons pour le terme de retour a I’iso-
tropie de la corrélation pression-déformation, ainsi que le
modele que nous proposons pour le terme de retour a l’iso-
tropie de la corrélation pression-température. La section 3
est consacrée a une étude de stabilité des points fixes
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associés au modele. A la section 4, une étude de
réalisabilité du modele est effectuée en vue de dégager
des conditions a imposer aux constantes de ce modele.
A la section 5, nous comparons les résultats déduits du
modele proposé a ceux obtenus a partir du modele clas-
sique. La derniere section comporte une conclusion au tra-
vail présenté dans cet article.

2 Modele de retour a l'isotropie proposé
pour la corrélation pression-température

Nous nous proposons d’étudier le retour a Iisotro-
pie d’une turbulence homogene, a grands nombres de
Reynolds, initialement anisotrope, évoluant sans gradient
de vitesse et présentant ou non un gradient moyen de
température. Une telle turbulence est décrite, dans le
cadre d’une modélisation conventionnelle au second ordre,
par les équations exactes de transport des corrélations
doubles. Il s’agit des équations d’évolution des tensions
de Reynolds u;u;, des flux thermiques turbulents ;0 et

de la variance de la température 92
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ol u; et 6 sont respectivement les fluctuations de vitesse
et de température, P;y et Py sont les termes de production
dus au gradient moyen de température Ty, :

Py = —wyui Ty,
Py = —20ui Ty, (4)

¢ij et ¢ip sont les corrélations pression-déformation et
pression-température, p est la masse volumique :

Gij =

p
= (Wi U5

p
pig = ——0; (5)
T p 1

et enfin g;5, €59 et g9 sont les termes de dissipation dus
aux effets moléculaires :

€ij = VUi kUjk

gio = (a0 + V) u; 10 (6)

gy = a97k9,k

v est la viscosité cinématique et « la diffusivité thermique
du fluide considéré.

A grands nombres de Reynolds et de Péclet, 'isotropie
du processus de dissipation conduit simplement a €;; =
%56ij et ;9 = 0.

Le probleme central de la modélisation du retour
a lisotropie d’une turbulence homogene consiste en la
modélisation des corrélations pression-déformation ¢;; et
pression-température ¢;9. Pour représenter la partie de
retour a l'isotropie de la corrélation ¢;;, nous retenons le
modele de Chung et Kim [8] :

1

L3
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(3C] + C») (10111, — 9IT?) >bij - <02 _
1,
+ Cy) (51T — 4[]]b)> (bikbkj _ (?) 5ij) (7)

ou C] et Cy sont deux constantes : C] = 2 et Cy =
19,5(1 — Riet) [8]. En effet, ce modeéle non-linéaire est tres
intéressant puisqu’il tient compte de I'effet du nombre de
Reynolds turbulent Rt = % (e est le taux de dissi-
pation de I’énergie cinétique turbulente k& = %) 1l sa-
tisfait les conditions générales de réalisabilité et traduit
de maniere satisfaisante I’essentiel des effets non-linéaires
mis en évidence expérimentalement et caractérisant le re-

tour & l'isotropie d’une turbulence homogene [8].

Dans ce travail, et dans le but d’assurer la cohérence
avec le modele non-linéaire de Chung et Kim retenu
pour traduire ’anisotropie cinématique et en vue d’une
meilleure description des effets non-linéaires du retour a
I’isotropie, nous proposons un modele du terme de retour
a lisotropie de la corrélation pression-température sui-
vant un développemen{‘g a 'ordre cing du tenseur d’aniso-

ij

tropie b (bij = “;i;j — ).

A grands nombres de Reynolds et de Péclet, nous rete-

nons b et uf comme arguments tensoriels pour ce modele
qui se présente alors sous la forme générale :

e/
Pip = = (Oqoui + (azbi; + O‘3b12j
q
—+ 0441)13]» + ozsb;lj + OéGb?J)%) (8)

ol oy, aa, a3, a4, a5 et ag sont des scalaires dépendant
a priori des invariants indépendants qui peuvent étre
construits a partir de b et uf.

Appliquons a cette formulation le théoreme de Cayley-
Hamilton.

D’apres ce théoréme, nous pouvons écrire :

1 II1,
b3 = Sl + —27T
g Hheb+ =3
1 IIT,
bt = S0 + —2b
5 + 3 9)
1. . I,
Bo = ZIIb° + =212
g Heb™ + =3
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Ces relations permettent d’écrire ¢;p sous la forme :
€ I

Pip = —= [a1u_¢+ Kozz + s Hpoy + asTb
q

1 1 1T
+ Zaﬁlji)bij + (Oé3 + 20&5[](,0(@ 3b) 512]

1 1T, —
+ gaally Iy + 044Tb} euj} (10)

ou encore :

big = — (abbij + ahby;) Buy)  (11)

£ (ozlé’uZ
ou :
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1 1
as = az + 50451']1, + gOCGIIIb

1
ah = ag + 5[];,044 + as

A ce stade, il importe de chercher les points fixes du
systeme différentiel des équations d’évolution prenant en
compte le modele proposé (10) et d’étudier la stabilité de
tels points fixes.

3 Etude de stabilité des points fixes
du systeme différentiel des équations
d’évolution

Nous nous proposons maintenant d’étudier le retour
a l'isotropie d’une turbulence homogene initialement ani-
sotrope évoluant en ’absence de gradients moyens de vi-
tesse et de température et plus précisément, de déterminer
les états asymptotiques d’équilibre d’une telle turbulence.
L’étude concernant le champ cinématique a été effectuée
par Chung et Kim [8]. Il reste & envisager une étude
analogue relative au champ thermique. Pour ce faire,
nous retenons les invariants scalaires sans dlmensmns

b2 Ou; OuJ
et My = 2ot

M1:%7 Mgz% pour
représenter le champ thermique.

Il s’agit maintenant d’écrire les équations d’évolution
de My, M, et Ms. En I'absence de gradient moyen de
température, et compte tenu du modele (10) proposé pour
big, ces équations sont déduites des équations d’évolution

de Qu;, bij, 02 et ¢2 qui s’écrivent sous les formes :

dm——iaﬁ—i— o+ Ha —i—ozﬂ
dt—q—le 2 2b4 53

1 1 11
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dbij
dt
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Elles conduisent aux équations d’évolution suivantes de
Ml, MQ et M3
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ou nous avons utilisé le temps adimensionnel 7 défini par
dr = =dt. Ces équations font intervenir My, My, M3,

les invariants Ily, III, et le rapport r des temps ca-
ractéristiques cinématique et thermique :

q*/e
62 /ey

(20)

T =

A ce stade, il est nécessaire d’associer a ce systeme
d’équations une équation d’évolution de r. Une telle
équation peut étre obtenue a partir des équations
d’évolution (15) et (16) de 62 et ¢ et des équations
d’évolution modélisées de € et g9. L’équation d’évolution
de ¢ est écrite sous la forme standard :

de g2
—2C0=

== _ ol Co=19 [4] (21)
q

En ce qui concerne la modélisation de [’équation
d’évolution de ey, nous adoptons la forme générale de
Newman [9] :

deg g2 €
G R Y Yo BN
T D153 D2 Z 0

ou Cpy =2,02, Cps =0,89 [4] (22)
Compte tenu des équations (15), (16), (21) et (22),
I’évolution du rapport r en fonction du temps adimen-
sionnel 7 est alors décrite par ’équation :

1dr

—— =2Ce2—Cp2a—1)+(2—-Cp1)r 23
T4 (Cea —Cpa — 1) + ( 1) (23)
Le choix des coefficients est basé sur le bon comportement
de r, qui doit, en particulier, tendre asymptotiquement
(T — o0) vers une valeur d’équilibre r, (r ne doit tendre
ni vers zéro ni vers 'infini), soit :

"= 0 pour r=r, (24)
et ceci impose la condition
2(052*0D2*1)+(2*CD1)7"<3:0 (25)
et permet de réécrire (23) sous la forme :
1dr
;d—: =(2—Cp1) (r—re) (26)

La recherche des points fixes du systeme des équations
d’évolution de My, My et Mj est effectuée en remplagant
r par sa valeur asymptotique d’équilibre 7, et en annulant
les dérivées LMy, LMy, L M.

Rappelons que Chung et Kim [8] ont mis en évidence,
en turbulence cinématique, quatre points fixes. L’unique
point fixe stable est caractérisé par (IIp)oo = 0, (IIIp)00 =
0. Nous remplagons (ITp)ee et (IIlp)se par des valeurs

nulles et nous obtenons le systeme algébrique simplifié
suivant :

(14 7e — 1) Mioo — e Maoo — g Mz =0

0 M100+(C{72727’e+2041)M200

(S) + (0;2042) Mz =0
0 M1oo + 0 MQoo

+(_1_re+a1+C{)M300 =0

(27)

Il s’agit d’un systeme linéaire homogene en M7, Moo €t
M3, & matrice triangulaire supérieure dont la solution
unique est :

Mloo = 0; M2oo = 07 M3oo = 07 (28)

a condition que :

ap # 1+re, 201 # 2re—C1+2, a1 #71.—Ci+1. (29)
L’étude de stabilité [7] des solutions précédentes nous
ramene aux conditions finales de stabilité [7] des points

fixes :

a1 > e+ 1 (30)

Cp1>2 (31)
Une premiere contrainte sur le coefficient o est obtenue.
En vue de dégager des contraintes supplémentaires sur les
coefficients du modele proposé, une étude de réalisabilité
est aussi entreprise. Elle fait ’objet de la section 4.

4 Application de la condition de réalisabilite
au modele proposé

L’étude de réalisabilité des modeles au second ordre
est un concept fondamental dans la modélisation au
second ordre. Elle a été introduite par Shumann [10]
et Lumley [11] et étendue par la suite par Sarkar et
Speziale [5]. Elle consiste & imposer des contraintes
mathématiques pour traduire une réalité physique. Elle
a pour objet de préciser les conditions a imposer a
un modele pour que celui-ci ne puisse, en aucune
fagon, conduire a une prédiction comportant des aber-
rations physiques (énergie cinétique négative, inégalité de
Schwarz non vérifiée pour un coefficient de corrélation).

Pour le champ thermique d’une turbulence homogene,
cette condition est imposée a la premiere composante D1
du tenseur symétrique positif D de composantes D;; =

;0 u;0 — 62w;; introduit par Lumley [11]. D’une maniére
générale, une condition suffisante de réalisabilité sur une
quantité positive I’ est écrite sous la forme :

dr
s >0 quand F — 0. (32)
Pour satisfaire une telle condition, nous écrivons

I’équation d’évolution de D1y en introduisant le modele
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de Chung et Kim (7) pour ¢;; et le modele proposé (10)
pour ¢ :

dDyy
dt

— 1
= —259’[,& —e6? |:(Ci — ?(1501 - 202)[]})

+ %(30{ + Co)(101IT,, — 9112))1)11

9 1 _
—(Co = (3C)+Co) (5ITy—4II1y) ) (62, — = 1T, ) | +20u7 —
14 3 2

o, 1 .
X [(al T 044Tb T 6a611b111b> Ouy

1 117 1 —
+ (a2 + §[Ib044 + 045Tb + 1046[13)5119%

1 1 v
+ (Oé3 + 50&5[]1; + gaﬁlﬂb) b%@ul} (33)

qui s’écrit de maniere synthétique sous la forme suivante :

dD1y

=AM+ B
dt +

(34)
ol A et B sont des fonctions compliquées des invariants
11y, I, Ip, IIp et des constantes numériques C'1, Co
et aq, G, a3, 4, O5, Og.

Et si nous imposons la condition %DH > 0, quand
D11 = 0, nous obtenons

AM+B>0 (35)

ou les coefficients A et B sont de la forme :
117 1
A= [ 2re + 2<a1 + a47b + Eaﬁﬂbmb)
1 3
— (C’{?(15C{ 202)]]b+ﬁ(301+02)(1()]]]b9]]3))

1 —
+ (g — ID) (02 —~ %(30{ + Cy) (511 — 4111b))

4

1 Ip  — 1 i
2(— — Iy — D +IID) (Oé3 + §a5IIb+Oé6Tb):|

9 3
(36)

2 1 arn, 1
+ 2(5 —~ ID) (a2 + 5 bo + 0‘5Tb + —aﬁﬂg)

— |1 1

3

- ﬂ(30{ + Co) (10111, — 9115))

2 9
-39 <C’2 - ﬁ(?)C’{ + Cy) (b1, — 4]]]1,))} (37)

Une analyse de la quantité B, a travers le diagramme
de réalisabilité de Lumley [11] (voir annexe), a montré que
son signe dépend du coefficient Cy du terme de retour a
Iisotropie de la corrélation pression-déformation et elle

est positive pour la valeur optimale de C5. Une condition
suffisante de la réalisabilité est alors obtenue lorsqu’on a :

B>0 et A=0 (38)

En considérant la base formée des invariants indépendants
Ip et IIp, A peut se mettre sous la forme A = Ay +
A Ip + AoIl p, ce qui nous ramene & la condition Ag =
A = A =0.

Nous obtenons dans ces conditions le systeme
algébrique suivant :

11,

1
043+§a511b+046T =0 (39)

9
(CQ -1 (3C1 + Cy) (511 — 4111b))

1 17 1
—2 <Oz2 + 5]][,044 + 045Tb + ZQGII§>

1 i
- (Oég + 5045]]1, + OLGTZ)> =0 (40)

I, 1
— 2o +2 <a1 + 044Tb + 6a611b111b>
1
- (c; - Lsef 20y m,
3
+ 17 (3C] + C2) (10111, — 91I3) )

1 9
+3 (CQ -1 (3C1 + Cy) (511, — 4111b))

4 1 17 1
+ 3 <042 + 5]][,044 + 045Tb + ZQGII§>
1 1 1T
+2 <§ — Ifb) (Oég + 5045]]1, + OLGTZ)> =0 (41)

qui se ramene a la forme suivante si (40) est introduite
dans (41) et (41) dans (42)

1 1T
s + 5045]](, + aGTb =0

1 11 1
Qg + 51117044 + 045Tb + ZOL@II% =
1 9
— —(Cy— = (3C) + Cy) (511, — AIIT})
2 14
11 1
a1+ as—L + ag=II, I, =
3 6
1, 1,
re + 5 Cl — ? (1501 — 202) [Ib

+ % (3C] + Cs) (10111, — 9IT7) > (42)

Nous devons signaler ici que les membres gauches de
ces trois égalités représentent les coefficients o, o, et o)
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du troisieme, deuxiéme et premier terme de la forme (11)
proposée pour la corrélation pression-température et nous
obtenons alors :

1
04/2 = 75 (CQ — % (301 —+ 02) (5]]5 — 4]]]1,))

1 1
Oéll =7Te+ 5 (Ci — ? (150{ — 202) 11,
+ % (3C1 + Cy) (10111, — 9115)) (43)

Et la nouvelle expression du modele proposé pour ¢;g se
présentera sous la forme :

1 1
Gio = *% [Te + 1 (C’{ = (15C; —2Cy) I,
q

+ 1—34 (3C1 + C2) (10111, — 911}) )9_ui

1 R
—3 (Cg — % (3C] + Co) (BII, — 4[]];,)) binUj:| (44)

ot O =2 et Cy = 19,5 (1 - Ri) 8]

Le résultat obtenu est a notre sens intéressant. Il per-
met d’exprimer les coefficients du terme de retour a 'iso-
tropie de la corrélation pression-température en fonction
des coefficients du terme de retour a l’isotropie de la
corrélation pression-déformation de Chung et Kim [8],
sans avoir recours a l'optimisation numérique des coef-
ficients de ce modele. Nous comparons a la section sui-
vante les résultats prédits par le modele de Chung et Kim
étendu aux phénomenes thermiques, a ceux des simula-
tions numériques directes de Iida et Kasagi [12] d’une
part, et & ceux relatifs au modele classique de Rotta [13]
d’autre part.

5 Présentation des résultats

Nous commencons par présenter les résultats relatifs
au champ cinématique. Nous nous proposons de compa-
rer les évolutions des grandeurs turbulentes (composantes

u2 et u_g du tenseur de Reynolds et énergie cinétique

turbulente k) prédites par le modele de Chung et Kim
aux résultats de simulation numérique directe (SND) de
lida et Kasagi [12]. Sont présentées aussi les évolutions
prédites par le modele classique de Rotta [13]. La simula-
tion numérique de I’écoulement étudié [12] est effectuée en
utilisant la méthode de Runge-Kutta du quatrieme ordre
partant de conditions initiales isotropes.

Sur les figures la et 1b, nous représentons respec-

tivement les évolutions temporelles des composantes u3

et u3 du tenseur de Reynolds. Nous pouvons remarquer
que, contrairement aux résultats de simulation utilisant
le modele de Chung et Kim pour ¢;; montrant une bonne
concordance avec les résultats de SND de lida et Kasagi,

0.070 T T T T
0.060 .
0.050 r
= 0.040
l 0.030 ~
0.020

0.010

0.000 ' : et
00 20 40 60 80 100

0.15 | ' ' ' "]

e
0.10 + \

u; o

0.05 |+ o i

0.00 L——— P :
00 20 40 60 80 100

b)

Fig. 1. Evolution de la composante du tenseur de Reynolds

u? a). Evolution de la composante du tenseur de Reynolds

u2 b). o Simulation numérique directe de Tida et Kasagi;
— modele de Chung et Kim ; —— modeéle de Rotta.

T g T T u T T

0.15 1

0.05 |

0.00 1 I n 1 1 1 1 1
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

t
Fig. 2. Evolution de I’énergie cinétique turbulente k. o Si-
mulation numérique directe de lida et Kasagi; — modele de
Chung et Kim; —— modele de Rotta.

les résultats de simulation utilisant le modele classique de
Rotta présentent des écarts nets par rapport aux résultats
de Tida et Kasagi. La figure 2 présente 1’évolution de
I’énergie cinétique turbulente k en fonction du temps.
Nous observons que le modele de Chung et Kim montre 1a
aussi un meilleur accord avec les résultats de simulation
numérique directe [12].

Nous allons présenter maintenant les résultats de
simulation numérique utilisant la forme finale (44)
du modele de retour a lisotropie de la corrélation
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2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
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Fig. 3. Evolution de la composante u20 du flux thermique
turbulent a). Evolution de la composante uzf du flux ther-
mique turbulent b). o simulation numérique directe de lida et
Kasagi : ... modele proposé : —— modele de Rotta.

pression-température que nous avons proposé et les va-
leurs optimales des coefficients Cf et Cy [8]. Les figures 3a
et 3b montrent ’évolution des flux thermiques turbu-
lents us@ et usf en fonction du temps t. Les résultats
de simulation utilisant le modele proposé sont en tres
bon accord avec les résultats de simulation numérique di-
recte [12]; des écarts nets sont par contre observés sur ces
figures entre les résultats de simulation numérique utili-
sant le modele de Rotta [13] et les résultats de simula-
tion numérique directe [12]. Le modele proposé montre
alors une nette amélioration par rapport aux résultats du
modele classique de Rotta.

6 Conclusion

Nous avons proposé dans cette étude un modele
non-linéaire de retour a lisotropie de la corrélation
pression-température en parfaite cohérence avec le modele
non-linéaire de Chung et Kim de la corrélation pression-
déformation. A travers une représentation tensorielle
isotrope de cette corrélation en fonction du tenseur d’ani-
sotropie b et du vecteur flux thermique turbulent uf, nous
avons pris l'option d’inclure dans ce modele des termes
d’ordre inférieur ou égal a cinq par rapport au tenseur g,
en vue de permettre la possibilité de prise en compte di-
recte des effets non-linéaires de la turbulence.

Par la suite, I'essentiel de cette contribution a consisté
a dégager les contraintes qu’il y a lieu d’imposer au
modele.

Nous avons commencé a la section 3 par exami-
ner la stabilité des points fixes d’une turbulence ini-
tialement anisotrope évoluant en l’absence de gradients
moyens. Nous avons montré l'existence d’un seul point
fixe qui correspond a des valeurs nulles de trois scalaires
indépendants M7, M5 et M3 construits a partir du tenseur
d’anisotropie b et du vecteur flux thermique turbulent u6.
La condition de stabilité de cette solution est assurée par
une condition simple sur un coefficient du modele pro-
posé (44).

En ce qui concerne la réalisabilité des flux ther-
miques turbulents qui a fait 'objet de la section 4, nous
avons suivi la démarche de Lumley [11] en introdui-
sant le concept général de réalisabilité par 'intermédiaire
d’un tenseur positif D construit a partir du tenseur de
Reynolds, du vecteur flux thermique turbulent et de la
variance de la température. Nous avons pu déterminer
une condition suffisante de réalisabilité du modele proposé
en exprimant ses coefficients en fonction des deux coeffi-
cients du modele de retour a l’isotropie de la corrélation
pression-déformation et sans avoir recours a une nouvelle
optimisation des coefficients.

La section 5 a été consacrée a la présentation des
résultats déduits de ce modele comparés a ceux des si-
mulations numériques directes de Iida et Kasagi d’une
part, et a ceux obtenus par le modele classique d’autre
part.

Le modele proposé a conduit a des résultats qui, com-
parés aux données de simulations numériques directes de
lida et Kasagi [12], montrent une nette amélioration de
la prédiction des flux thermiques turbulents par rapport
au modele classique de Rotta [13].

Annexe
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Fig. A.1. Diagramme de réalisabilité de Lumley (n = H;/Q,

¢ = I1,"%).
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Les épreuves n’ont pas été relues par les auteurs.
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