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Résumé – L’analyse vibratoire permet d’appréhender l’état de fonctionnement de machines tournantes.
Le signal, enregistré par des accéléromètres, peut contenir, simultanément, des informations de plusieurs
composants rendant difficile l’interprétation de l’état de l’un d’entre eux. Dans ce cadre les problèmes
inverses s’avèrent être un outil intéressant. Ils permettent de revenir à l’information originale à partir
d’observations. Leurs instabilités nécessitent un grand nombre d’observations face au nombre de sources,
et demandent l’emploi de méthodes dites de régularisation. Cependant une régularisation signifie une perte
d’information, et l’emploi d’un système surdéterminé entrâıne une qualité de l’information moindre. Cet
article propose de pallier à ces problèmes en optimisant la position des capteurs de vibration afin de
rendre l’inversion la plus exacte possible. Cette optimisation sera obtenue d’une part par une approche
numérique, qui nécessite un recalage du modèle, et d’autre part par une approche expérimentale, grâce à
l’analyse modale.

Mots clés : Sources vibratoires / problème inverse / analyse modale

Abstract – Localization and restitution of vibratory sources: a numerical and experimental
approach. The vibratory analysis makes it possible to apprehend the operating condition revolving ma-
chines. The signal, recorded by accelerometers, can contain, at the same time, information of several
components making difficult the interpretation of the state of them. Within this framework inverse prob-
lems prove to be an interesting tool. They make it possible to return to original information starting from
observations. Their instabilities require large number of observations facing the number of sources, and
the use of method known as of regularization. However a regularization means loss of information and the
use of a surdetermined system causes a basic quality of information. This paper proposes to avoid these
problems by optimizing the position of vibration sensor in order to make the inversion most exactly possi-
ble. This optimization will be obtained on the one hand by an approach numerical, requiring an updating
model, and on the other hand by an experimental approach, thanks to the modal analysis.

Key words: Vibratory sources / inverse problem / modal analysis

1 Introduction

De nombreux domaines exigent de retrouver les contri-
butions d’origines à partir d’observations et la connais-
sance du milieu de propagation [1]. Les problèmes in-
verses répondent à cette demande. La littérature montre
la diversité des domaines d’application : mécanique,

a Auteur correspondant :
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sismographie, biologie [2]. Leur implémentation dans le
cadre de l’analyse vibratoire des machines de produc-
tion serait un atout majeur. En effet, l’arrêt d’une pro-
duction causé par une panne mécanique peut s’avérer
contraignant aussi bien pour la productivité que pour
la protection du personnel. C’est pour ces deux raisons
que la maintenance conditionnelle par analyse vibra-
toire est devenue l’un des piliers majeurs de l’indus-
trie [3]. Elle permet, à partir d’outils d’analyse, de
diagnostiquer des défauts des composants tournants
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Nomenclature

Exposants

T Transposée

* Conjuguée

H Transposée conjuguée

+ Inverse

Notations

‖...‖1 Norme 1

‖...‖2 Norme 2

ER Erreur relative

xi Entrée/Source i

yi Sortie/Capteur i

c(H) Nombre de conditionnement de la matrice H

Γxx Matrice spectrale des signaux entrées

Γyy Matrice spectrale des signaux sorties

hi→j Fonction de transfert entre le point i et j

ti→j Fonction de transmissibilité entre le point i et j
�Y Vecteurs sorties
�X Vecteurs entrées

H Matrice de transfert

T Matrice de transmissibilité

M Matrice de masse exprimée dans la base modale

C Matrice d’amortissement exprimée dans la base modale

K Matrice de raideur exprimée dans la base modale

φm Vecteur propre du mode m

ω Pulsation rad.s−1

σi ième valeur singulière

ERx Erreur relative sur l’entrée

ERy Erreur relative sur la sortie

δ �X Variation sur les données entrées

δ�Y Variation sur les données sorties

δH Variation sur les données de la matrice de mélange

sensibles tels que les roulements. Les informations sont
collectées, le plus souvent, par un capteur de vibration
type piézoélectrique. Celles-ci sont analysées par diverses
méthodes afin d’appréhender l’état de fonctionnement
de la machine [4–6] puis de suivre l’état d’endommage-
ment [7]. Un état de l’art sur ce sujet est réalisé par
Tandon [8]. Pour utiliser au mieux ces méthodes, il est
préférable de placer le capteur au plus près du composant
à étudier. Cependant l’accès au palier du roulement n’est
pas toujours possible, c’est pourquoi il est nécessaire de
placer les capteurs en un autre point [9]. Le capteur ainsi
positionné peut porter l’information de plusieurs compo-
sants. Ce constat peut s’avérer très gênant si ces compo-
sants sont identiques, menant à une erreur de diagnostic
certain car la séparation des informations est impossible.
C’est pourquoi les problèmes inverses peuvent prétendre
restituer les informations générées par chaque composant.

La structure mécanique étant connue, il est possible de lo-
caliser les roulements considérés comme étant les sources
vibratoires. Certaines méthodes proposent de réaliser des
inversions sans connaissance de la matrice de mélange,
en supposant l’indépendance statistique des entrées. Ce-
pendant ces méthodes semblent peu adaptées dans le
cadre de la localisation de défauts [10], car d’une part
la solution d’une inversion n’est pas unique et d’autre
part les entrées ne sont en général pas statisquement
indépendantes. L’ensemble des études réalisées avec les
techniques de problèmes inverses cherche à restituer l’en-
semble du signal vibratoire provenant des sources [11–14],
donnant lieu à des méthodes de régularisation. De plus
elles proposent une restitution réalisée à partir de deux
voire trois fois plus de capteurs que de sources. L’ori-
ginalité de ce travail est de ne considérer que des
bandes de fréquences qui correspondent aux fréquences
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caractéristiques de défauts potentiels sur une structure,
et d’utiliser un nombre limité de capteurs par rapport
aux sources. Ainsi il est possible de réaliser une restitu-
tion énergétique de chaque fréquence caractéristique des
défauts présents, en positionnant de manière adéquate
les capteurs sur la structure. Cet article présente les
méthodes inverses, leurs applications et leurs limites.
Cette présentation permettra de proposer une méthode
de restitution par un positionnement optimal des cap-
teurs de vibration. Cette optimisation sera réalisée par
deux approches qui seront correlées au préalable : une ap-
proche numérique, introduisant les cartes de conditionne-
ment [15], et une approche expérimentale liée à l’analyse
modale d’une structure.

2 Problèmes inverses

2.1 Description

Les problèmes inverses permettent de retrouver les
contributions d’origines à partir d’observations (Fig. 1).
Ils permettent entre autres de traiter les systèmes linéaires
modélisés par la relation équation (1) :

�Y = H. �X (1)

Les vecteurs �Y et �X représentent respectivement les vec-
teurs des sorties et les vecteurs des entrées tandis que
H illustre la matrice de mélange. Pour une étude vibra-
toire, telle qu’elle est menée dans cet article, le mélange
est convolutif, équation (2) :

yi(t) = Σp
j=1hi,j(t) ∗ xj(t) (2)

où p est le nombre d’entrées et m le nombre de sor-
ties. hi,j représente la réponse impulsionnelle du milieu
entre la sortie j et l’entrée i. Le passage dans le do-
maine fréquentiel permet d’obtenir une relation linéaire,
équation (1). Nous avons utilisé la méthode d’inversion
de la matrice de mélange basée sur la décomposition en
valeurs singulières, équation (3) :

H+ = V.Σ+.Ut (3)

où U et V sont les matrices unitaires de type (p, p)
et (m, m), Σ est une matrice diagonale dont les
éléments sont les valeurs singulières σi de la matrice H,
équation (4). [ ]+ représente l’inverse de la matrice

Σ+ =




1
σ1

0 . . . 0

0
1
σ2

. . .

...
. . .

...

0 0
1
σr




(4)

Fig. 1. Système MIMO.

2.2 Contraintes expérimentales et numériques
des méthodes d’inversion

En général les méthodes d’inversion sont des
problèmes mal posés. Un modèle bien posé répond à trois
critères [16] : l’unicité, l’existence et la stabilité de la solu-
tion. La troisième hypothèse n’est que rarement vérifiée.
En effet, des petites erreurs de mesures peuvent donner
lieu à d’importantes erreurs sur les entrées calculées. Les
châınes d’acquisition, les mesures expérimentales, les pa-
rasites sont autant de paramètres qui rendent le problème
mal posé. Les perturbations engendrées par des erreurs
de mesures sont notées [δH] et/ou [δ�Y ], l’introduction
de ces erreurs dans l’équation (1) nous donne la relation
équation (5) :

�Y + δ�Y = (H + δH)( �X + δ �X) (5)

Dans le cas où la matrice peut être inversée on peut écrire
l’inéquation (6) :

‖δ �X‖1

‖ �X‖1

≤ M.c(H).

(
‖δH‖1

‖H‖1
+

‖δ�Y ‖1

‖�Y ‖1

)
(6)

avec

M =
1

1 − ‖(δH).H−1‖1

et c(H) = ‖H‖2.‖H−1‖2

(7)
‖ ‖i représente la norme i. c(H) est le nombre de condi-
tionnement de H. Dans la pratique, les erreurs de mesures
sont faibles donc M est proche de l’unité. Ainsi l’effet des
erreurs de mesures sur la solution dépend principalement
du conditionnement de la matrice de transfert [17]. Une
matrice dont le nombre de conditionnement est élevé sera
dite mal conditionnée, tandis que s’il est petit, elle sera
dite bien conditionnée. Les erreurs commises sur le vec-
teur sorties et la matrice de mélange vont être transmises
vers la matrice des entrées. D’après Zhang [17], les rela-
tions (8) et (9) définissent le domaine d’erreur :

1
c2(H)

ERx ≤ ERy ≤ c2(H)ERx (8)

ERx ≤ 1
σ2

min

.‖δ(H)‖2
2 (9)

ERx et ERy représentent respectivement les erreurs re-
latives des entrées et des sorties. Le nombre de condi-
tionnement c(H) doit être le plus petit possible pour que
l’erreur ne puisse pas s’amplifier.
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Pour améliorer la méthode d’inversion, il est nécessaire
de prendre quelques précautions.

L’utilisation de l’équation (10) liant la matrice des
densités spectrales de sorties Γyy et celle d’entrées Γxx

est prescrite. Cette relation basée sur les statistiques a
l’avantage d’atténuer le bruit enregistré [12] :

Γyy = HH .Γxx.H (10)

où [ ]H représente le conjugué de sa transposée.
Il est préférable d’utiliser un système surdéterminé

pour limiter les effets de bruits, c’est-à-dire compre-
nant plus de sorties que d’entrées. Dans ces condi-
tions le problème est un problème �� pseudo-inverse ��.
Ensuite, pour éviter l’augmentation des erreurs, cer-
taines méthodes, dites de régularisation, existent. La
régularisation consiste soit simplement à annuler toutes
les valeurs singulières jugées petites soit à utiliser une
méthode d’optimisation, qui régularise la plus petite va-
leur singulière [2, 18].

Cependant la régularisation traduit une perte d’infor-
mations alors que l’objectif est de restituer au mieux toute
l’énergie disponible. De plus, un système surdéterminé
ne permet pas une restitution énergétique précise. C’est
pourquoi cet article propose, d’une part, l’utilisation d’un
système carré, contenant autant d’entrées que de sorties
et, d’autre part, deux approches pour l’optimisation du
positionnement des sorties afin de parfaire la restitution.
Cette optimisation permet d’obtenir un nombre de condi-
tionnement le plus petit possible, avec un système non-
surdéterminé.

3 Application des méthodes d’inversion
dans le cadre de la localisation de sources
vibratoires

3.1 Position du problème

L’étude se porte sur un système MIMO (Multiple
Input, Multiple Output) p entrées xi, et p sorties yi,
d’équation (11) dans le domaine fréquentiel :

�Y (ω) = T(ω). �X(ω) (11)

�Y (ω), �X(ω) et T(ω) sont respectivement le vecteur de
sorties, le vecteur d’entrées et la matrice de mélange.
L’objectif est de rendre l’inversion stable pour retrouver
la contribution des entrées. Nous mettons en évidence
deux approches qui permettent d’augmenter la qualité
de l’inversion, une approche numérique et une approche
expérimentale.

3.2 Qualité de l’inversion et approche numérique

3.2.1 Carte de conditionnement

D’après la section 2.2, la stabilité de l’inversion est
d’autant plus stable que le nombre de conditionnement est

petit. Or celui-ci dépend de la matrice de mélange, c’est-
à-dire de l’environnement, de la position des entrées et
des sorties. C’est pourquoi, l’approche numérique donne
lieu à des cartes de la structure représentant les isovaleurs
de ces nombres. Ces cartes sont appelées �� carte de condi-
tionnement ��. Ainsi les zones optimales sont le lieu où le
nombre de conditionnement sera le plus faible.

3.2.2 Mode opératoire de l’approche numérique

Cette approche nécessite un modèle numérique de la
structure étudiée. Une sortie est considérée comme étant
une variable tandis que les autres sorties sont disposées
sur la structure. La sortie variable balaie l’ensemble des
points. Pour chaque point de la structure, le nombre de
conditionnement est calculé, d’où la naissance de zones
d’optimisation et de la carte de conditionnement. Cette
carte, ainsi obtenue, permet de positionner la sortie dans
une zone où l’inversion sera stable.

3.3 Qualité de l’inversion et analyse modale

Le système MIMO a pour relation l’équation (11) où la
matrice de mélange T(ω) est explicitée par l’équation (12)

T =




tx1→y1 . . . txp→y1

...
...

tx1→yp . . . txp→yp


 (12)

txi→yj est la fonction de transmissibilité, rapport dans
le domaine fréquentiel du signal sortie yj et du signal
entrée xi. T représente la matrice de mélange appelée
également matrice de transmissibilité. Chaque fonction
de transmissibilité est obtenue à partir de la fonc-
tion de transfert dite classique, tronquée à M modes,
équation (13). Ainsi ces fonctions ont pour relation
équation (14) :

hij(ω) =
A(yj)
F (xi)

=
∑

k

φk(xi)φk(yj)
−ω2Mk + iωCk + Kk

(13)

hij est la fonction de transfert entre les points xi et yj .
φm(i) est la composante du vecteur propre du mème mode
correspondant au point i. A(yj) et F (xi) sont respective-
ment l’accélération au point yj et la force appliquée au
point xi. Mm, Km et Cm sont respectivement les mème

composantes de la diagonale des matrices de masse, de
raideur, et d’amortissement exprimées dans la base mo-
dale [19]

txi→yj (ω) =
A(yj)
A(xi)

=
hij(ω)
hii(ω)

=
A(yj)
F (xi)

· F (xi)
A(xi)

=

∑
k

φk(xi)φk(yj)
−ω2Mk + iωCk + Kk∑

k

φk(xi)φk(xi)
−ω2Mk + iωCk + Kk

(14)
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Ces fonctions constituent la matrice de mélange. L’inver-
sion de la matrice T est d’autant plus facile que le nombre
de conditionnement est petit ou le déterminant grand.
Or ce nombre dépend des fonctions de transmissibilité
qui dépendent elles-mêmes de la position des entrées, des
sorties et de la fréquence étudiée. Cependant, l’entrée est
considérée fixe et l’étude est réalisée en bande étroite au-
tour des fréquences que l’on souhaite restituer. Ceci si-
gnifie que la fonction de transmissibilité ne dépend que
de la sortie yj. Par conséquent, la fonction de transmis-
sibilité devient une combinaison linéaire de M modes,
équation (15) :

txi→yj (ω) =
∑

k

ak(xi, ω)φk(yj) (15)

L’étude de la contribution de chaque terme ak(xi, ω) per-
met de simplifier l’écriture à M termes. Ainsi, les modes
qui régissent ces fonctions sont les modes dominants. Le
nombre de conditionnement dépend essentiellement des
modes dominants de la structure étudiée.

3.3.1 Cas où un mode domine, deux entrées, deux sorties

Prenons le cas où ω = ωm, ωm est une résonance de
structure. La relation (14) peut s’écrire sous une autre
forme (16), mettant en évidence le terme correspondant
à la pulsation propre ω = ωm :

txi→yj (ωm) =

φm(xi)φm(yj)
−ω2

mMm+iωmCm+Km
+
∑

k �=m

φk(xi)φk(yj)
−ω2

mMk+iωmCk+Kk

φm(xi)φm(xi)
−ω2

mMm+iωmCm+Km
+
∑

k �=m

φk(xi)φk(xi)
−ω2

mMk+iωmCk+Kk

(16)

Dans le cas d’un amortissement faible (cas de structures
métalliques), le premier terme du dénominateur et du
numérateur ont une contribution dominante. Les termes
suivants sont négligeables. Cela signifie que le mode m
est représentatif de notre fonction de transmissibilité. On
dira qu’un seul mode domine. Ainsi la relation (16) peut
être simplifiée suivant (17), ce qui donne la matrice de
transmissibilité, équation (18) :

txi→yj =
φm(yj)
φm(xi)

(17)

T =




φm(y1)
φm(x1)

φm(y1)
φm(x2)

φm(y2)
φm(x1)

φm(y2)
φm(x2)


 (18)

Le déterminant de l’équation (18) est nul. La restitution
sera impossible.

3.3.2 Cas où deux modes dominent, deux entrées,
deux sorties

Les modes m et n dominent chacune des fonctions
de transmissibilité donc celles-ci sont la résultante de la
combinaison linéaire des vecteurs propres liées aux modes
dominants, équation (19) :

txi→yj (ω) = an(xi, ω)φn(yj) + am(xi, ω)φm(yj) (19)

Le déterminant devient l’equation (20) (cf. Annexe,
équation (32) avec p = 2, M = 2), où m est le premier
mode dominant et n est le second

det (T) =
1∏2

i=1

∑2
k=1

φk(xi)φk(xi)
Dk

det (T′) (20)

avec

det (T′) =
1

D1D2

(
φ1(x1)φ2(x2)

− φ1(x2)φ2(x1)
)(

φ1(y2)φ2(y3) − φ1(y3)φ2(y2)
)

et

Dk = −ω2Mk + iωCk + Kk

Ce résultat montre que le déterminant n’est pas toujours
nul, mais peut l’être si les modes sont orthogonaux en cer-
tains points de la structure. Ceci explique que le nombre
de conditionnement est élevé pour certains points et pour
certaines fréquences.

Pour que la matrice soit inversible, il est nécessaire de
vérifier la relation équation (21) :

[
φm(x2)φn(x1) − φm(x1)φn(x2)

]
.
[
φm(y2)φn(y1)

− φm(y1)φn(y2)
]
�= 0 (21)

Cette relation est symétrique car d’une part il y a un
terme correspondant aux entrées et d’autre part un terme
correspondant aux sorties. Chacun des termes doit être
différent de zéro pour avoir un déterminant non nul.

3.3.3 Généralisation M modes dominants, p entrées
et p sorties

La généralisation à M modes, p sorties, p entrées,
conduit à la relation équation (22), pour p ≥ 2.
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(cf. Annexe)

∣∣∣∣∣
m∑

k1,k2,...,kp=1

1
Dk1 ...Dkp

Φ(x, k1, ..., kp).Φ(y, k1, ..., kp)

∣∣∣∣∣ �=0,

k1 < k2 < ... < kp, ∀i, ki ε N

où Φ(x, k1, ..., kp) =
∑

i = 1 à p
j = 0, 1

(−1)jφk1(xi+(p−1)j)

×φk2(xi+1+(p−3)j)...φkp(xi+2+(p−2p+1)j)

où Φ(y, k1, ..., kp) =
∑

i = 1 à p
j = 0, 1

(−1)jφk1(yi+(p−1)j)

×φk2(yi+1+(p−3)j)...φkp(yi+2+(p−2p+1)j)

Les indices des x et y sont modulo p, p ≥ 3
(22)

Le terme Φ(x, k1, ..., kp) concerne les entrées et
Φ(y, k1, ..., kp) les sorties.

3.3.4 Intérêt et mode opératoire de l’approche
expérimentale

Les équations liant le nombre de conditionnement de
la matrice de mélange et les modes propres permettent
d’appréhender le positionnement des sorties et de limi-
ter leur nombre au nombre d’entrées. Ce principe per-
met d’éviter les systèmes surdéterminés où l’information
d’une des sorties peut nuire à la restitution. De plus il
est intéressant de limiter le nombre de sorties, c’est-à-
dire, le nombre de capteurs car la disposition d’un grand
nombre de capteurs est peu viable, économiquement et
expérimentalement. Pour une fréquence d’excitation, la
structure peut être régie par un ou plusieurs modes
propres. Nous avons établi une procédure expérimentale
pour déterminer les zones optimales pour le positionne-
ment des capteurs.

– Réaliser l’analyse modale de la structure,
– Déterminer le nombre de modes dominants pour cha-

cune des fréquences que nous souhaitons restituer,
– Sur n capteurs, positionner (n − 1) capteurs sur des

nœuds de vibrations (nœuds pour lesquels la déformée
propre est nulle) pour faciliter la manipulation de la
relation équation (22) permettant de placer le nième

capteur.

4 Validation numérique et expérimentale

4.1 Définitions

Il est nécessaire, de définir à travers cette section les
différentes notions qui seront abordées afin de lever toute
ambiguité à travers la lecture.

La restitution est ciblée sur des fréquences ca-
ractéristiques pouvant être générées par une excitation
périodique (par exemple un défaut de roulement). La

Tableau 1. Caractéristiques de la plaque avant et après
recalage.

Avant recalage Après recalage

Longueur (m) 0,46 0,46952

Largeur (m) 0,4 0,4

Épaisseur (m) 0,005 0,00487

E (Pa) 7,4 × 1010 75 577 447 237

Poisson 0,35 0,35

Fig. 2. Position des accéléromètres et du point d’excitation
des pots vibrants.

source est un ensemble d’une ou plusieurs fréquences
caractéristiques d’un composant mécanique tournant,
générée en un point, non contaminée par une autre source
ou bruit. Il n’est pas nécessaire que la source soit le point
où une force extérieure s’applique. La sortie est un si-
gnal vibratoire en un point de la structure, résultant
d’un mélange de sources et de bruit. Par conséquent, une
�� restitution satisfaisante des sources �� signifie que chaque
fréquence caractéristique soit restituée à la bonne source.
Les entrées (sources) seront notées xi et les sorties (cap-
teurs), yi.

4.2 Description du banc d’expérimentation et recalage
du modèle

L’étude est réalisée sur une plaque en aluminium en-
castrée libre, dont les propriétés sont répertoriées dans
le tableau 1. Elle est encastrée sur un bloc en béton.
Les signaux utiles à cette étude sont enregistrés par des
accéléromètres piézoélectriques dont les positions sont
notées V2 à V8 (Fig. 2). Deux pots vibrants sont fixés
par des élastiques et excitent la plaque en deux points dis-
tincts, V3 et V7, qui seront les sources (Fig. 3b). Les ex-
citations sont sinusöıdales, de fréquences 70, 110 Hz pour
la source 1 et 110, 320 Hz pour la source 2. Les élastiques
permettent d’éviter les modes rigides issus d’une fixa-
tion elle-même rigide pouvant perturber les mesures. Les
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Tableau 2. Comparaison des fréquences réelles et numériques après recalage.

Modes Fréquences réelles Fréquences numériques Écart relatif

(Hz) après recalage (Hz) (%)

1 18,7 19,3 1,71

2 50,6 52,3 1,65

3 118,7 118,5 0,08

4 181,2 184,5 0,90

5 192,5 193,9 0,36

6 334,4 334,2 0,03

7 355,1 354,3 0,13

8 400,7 398,6 0,26

9 485,6 484,5 0,11

(a)

(b)

Fig. 3. (a) Modèle numérique de la plaque encastrée-libre.
(b) Banc d’expérimentation.

signaux sont collectés à travers un système d’acquisi-
tion 8 voies. Celui-ci permet également de générer des
signaux excitateurs qui commandent les pots vibrants.
Le modèle numérique a été réalisé à partir d’un logi-
ciel éléments-finis. La plaque est ainsi constituée d’un

maillage plan dont le nombre de points s’élève à 289,
(Fig. 3a). Le modèle numérique fait l’objet d’un reca-
lage grâce à une boucle minorant la différence quadratique
entre les fréquences propres calculées numériquement et
déterminées expérimentalement. Le recalage est effectué
sur les neuf premières fréquences propres (Tab. 2).

4.3 Approche numérique

4.3.1 Détermination de la carte de conditionnement

Pour réaliser une optimisation de la position des cap-
teurs dans le cadre de la restitution, la première ap-
proche concerne l’utilisation d’un modèle numérique sans
prendre en compte la notion d’analyse modale. Un cap-
teur est fixé au point V5 de la structure (Fig. 2). Celui-
ci est choisi de manière à garder une symétrie dans
le système et ainsi appréhender au mieux les résultats.
Le deuxième capteur balaie tous les points de la struc-
ture, faisant varier la matrice de mélange ainsi que le
nombre de conditionnement. L’ensemble de ces informa-
tions est porté sur une carte donnant lieu à �� une carte
de conditionnement ��. Celle-ci représente la plaque avec
une représentation en ligne de niveaux des nombres de
conditionnement. Ces cartes peuvent être réalisées, soit
pour chacune des fréquences (Figs. 4a–c) soit de manière
globale, superposant les diverses cartes (Fig. 4d).

Chacune des deux méthodes apporte ses informations.
La première méthode permet d’obtenir un critère quant à
la qualité de la restitution de chaque fréquence. Si le cap-
teur est placé au point V2, le bon conditionnement de la
matrice pour les fréquences 70 et 320 Hz signifie que la res-
titution pour ces fréquences sera satisfaisante. Par contre
le conditionnement pour la fréquence de 110 Hz causera
l’accentuation des erreurs commises sur les données des
capteurs et de la matrice de transmissibilité. La méthode
globale nous renseigne directement sur les positions op-
timales des capteurs afin d’obtenir le plus petit condi-
tionnement possible, sans fournir d’informations sur la
restitution des différentes fréquences.

Nous avons constaté que les zones où le conditionne-
ment est inférieur à 20 correspondent à une zone où le
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Fig. 4. Carte de conditionnement, représentant les iso-valeurs des nombres de conditionnement pour (a) 70 Hz, (b) 110 Hz,
(c) 320 Hz. (d) Carte globale.

capteur doit être placé, pour obtenir une bonne restitu-
tion des sources. Par contre les zones à conditionnement
supérieur à ce seuil sont à proscrire.

4.3.2 Résultats numériques sur la restitution des sources

Un bruit blanc est introduit dans le système. Nous
avons introduit du bruit de l’ordre de 10 % sur les
données capteurs. Le capteur mobile est placé successi-
vement aux points V4 et V2, c’est-à-dire placé respecti-
vement dans une zone bien conditionnée et mal condi-
tionnée. Les résultats des inversions (Fig. 5) illustrent la
bonne stabilité de la restitution à partir d’une zone bien
conditionnée, et par ailleurs une forte instabilité face à un
mauvais conditionnement. En effet la restitution présente
une perte énergétique de 10 dB sur la fréquence restituée
de 110 Hz comme prévu par les cartes de conditionne-
ment. La restitution n’est parfaite que si les fréquences à
restituer ont une énergie suffisante pour pouvoir les res-
tituer, c’est-à-dire environ dix fois supérieure à l’énergie
du bruit. Au-delà de cette valeur la restitution n’est pas
satisfaisante.

4.4 Approche expérimentale

L’approche expérimentale dans le cadre de la restitu-
tion permet d’éviter l’utilisation d’un modèle numérique.
Cette approche est basée sur l’analyse modale. À partir du
mode opératoire décrit dans la section 3.2, des zones d’op-
timisation seront déduites pour une fréquence de 70 Hz.

4.4.1 Recherche des modes dominants

Dans un premier temps, la recherche des modes
dominants est primordiale pour déduire la relation à
vérifier. Pour déterminer la contribution de chaque mode,
l’écriture de la fonction de transmissibilité est simplifiée
en considérant l’entrée fixe. Ainsi la fonction de transmis-
sibilité ne dépend que de j, équation (23) :

ti→j(j) =
∑
m

am(i, ω)φm(j) (23)

Le calcul de la contribution de chaque terme est déduit :

%contributionp =
ap(i, ω)∑
p ap(i, ω)

(24)
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Fig. 5. Restitution à partir d’une zone (a) bien conditionnée,
(b) mal conditionnée. (noir) sources réelles, (gris pointillés)
sources calculées par inversion.

L’extraction des modes permet de traiter les informa-
tions de l’ensemble des capteurs situés sur la structure.
Une excitation sinusöıdale de fréquence 70 Hz est générée
à travers l’un des pots vibrants pour déterminer les
fonctions de transmissibilité. Comme le système sources-
capteur 1 est symétrique les fonctions de transmissibi-
lité sont identiques, c’est-à-dire tx1→y1 = tx2→y1 . Une
régression linéaire multiple est réalisée entre les vecteurs
propres et chacune des fonctions de transmissibilité afin
de définir la contribution de chaque mode pour ces fonc-
tions. Le tableau 3 indique la contribution des 10 premiers
modes, et indique que seuls les trois premiers modes in-
terviennent à raison de 92,2%. Il y a donc trois modes
dominants.

La connaissance de la forme des déplacements modaux
est primordiale pour la suite de la construction. Les trois
modes sont illustrés par la figure 6. Les modes un et trois
sont des modes de flexion tandis que le mode deux est un
mode de torsion.

Tableau 3. Contribution en % de chacun des modes.

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5

19,5 51,8 20,9 6,50 0,37

Mode 6 Mode 7 Mode 8 Mode 9 Mode 10

0,34 0,32 0,01 0,25 0,01

Tableau 4. Simplifications dues aux caractéristiques du
système.

Cause Conséquence

Position du capteur 1 φ2(y1) = 0

Mode 1 φ1(x1) = φ1(x2)

Mode 2 φ2(x1) = −φ2(x2)

Mode 3 φ3(x1) = φ3(x2)

Le problème se résume à un système à deux
sources, deux capteurs et trois modes, c’est pourquoi
l’équation (25) est à vérifier, (cf. Annexe équation (34)
avec p = 2, M = 3)

1
D1D2

(φ1(y1)φ2(y2) − φ1(y2)φ2(y1))(φ1(x1)φ2(x2)

− φ1(x2)φ2(x1)) +
1

D1D3
(φ1(y1)φ3(y2)

− φ1(y2)φ3(y1))(φ1(x1)φ3(x2) − φ1(x2)φ3(x1))

+
1

D2D3
(φ2(y1)φ3(y2) − φ2(y2)φ3(y1))(φ2(x1)φ3(x2)

− φ2(x2)φ3(x1)) > ε (25)

La vérification de cette formule va permettre de dégager
des zones d’optimisations.

4.4.2 Mise en évidence de zones d’optimisation

La connaissance des déformées propres (Fig. 6), et de
la position des sources entrâıne de nombreuses simplifica-
tions de la relation équation (25). Les modes 1 et 3 sont
symétriques, donc la déformée de chacun de ces modes
sur le point de la première source est identique à celle de
la deuxième source. Ces déformées seront inverses pour
le deuxième mode. Le choix de la position du capteur 1
n’est pas arbitraire, il est placé en V5 pour avoir une
déformée propre nulle. Le tableau 4 décrit les différentes
informations que nous apporte la position des sources et
du capteur. Ces caractéristiques, injectées dans la relation



546 X. Chiementin et al. : Mécanique & Industries 7, 537–550 (2006)

0

5

10

15

0

5

10

15

−2

−1

0

1

2

(a)

0

5

10

15

0

5

10

15

−2

−1

0

1

2

(b)

0

5

10

15

0

5

10

15

−2

−1

0

1

2

(c)

Fig. 6. (a) Mode 1, (b) Mode 2, (c) Mode 3 de la plaque encastrée-libre.

équation (25), permettent de la simplifier donnant ainsi
l’équation (26) :

1
D1D2

(φ1(y1)φ2(y2))(2φ1(x1)φ2(x2))

+
1

D2D3
(−φ2(y2)φ3(y1))(2φ2(x1)φ3(x2)) > ε (26)

La seule variable est le déplacement modal du
deuxième mode au point du deuxième capteur. Ainsi,
mathématiquement, il en ressort que φ2(y2) doit être
différent de zéro. Ceci signifie que le capteur 2 peut être
placé n’importe où sur la plaque sauf sur les nœuds de vi-
brations (point pour lequel la déformée propre est nulle)
du mode 2, soit sur la base de la plaque et sur l’axe central.
Une carte de conditionnement peut être déduite (Fig. 7).
Celle-ci est très significative de la position optimale du
deuxième capteur, et correspond bien à la carte obtenue
par l’approche numérique, (Fig. 4a).

Même si la carte est déterminée approximativement,
elle reflète les points optimaux. Cependant, sa réalisation
est complexe, et parâıt difficilement réalisable dans de
nombreux cas. Tout d’abord il est nécessaire de connâıtre
le nombre de modes dominants de chaque fonction de
transmissibilité composant la matrice de transmissibilité.

Fig. 7. Carte de conditionnement réalisée par analyse modale.

Par ailleurs, si le nombre de modes dominants est petit,
il est possible de déterminer une carte de conditionnement
moyennant une bonne disposition des sources. Cependant
il est raisonnable de penser, que la relation à vérifier sera
d’autant plus complexe que le nombre de modes est im-
portant. Ainsi la probabilité qu’elle s’annule diminue.
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Fig. 8. Sources restituées à partir de la voie : (a) V4 et (b) V8.
(noir) sources réelles, (gris pointillés) sources calculées par
inversion.

4.4.3 Restitution des sources

Cette section illustre des restitutions dans le cas d’une
position optimisée et d’une position non optimisée. Les
résultats de la restitution sont présentées en figure 8.

Dans une zone mal conditionnée, la restitution nous
révèle une erreur de restitution pour la fréquence de
110 Hz de l’ordre de 38 dB, tandis que dans une zone
bien conditionnée, la restitution est parfaite. Revenons
sur la restitution à partir de la mauvaise zone et visua-
lisons les cartes de conditionnement obtenues par l’ap-
proche numérique (Fig. 4) de chacune des fréquences. Les
fréquences 70 Hz et 320 Hz sont sujettes à une bonne
restitution, contrairement à la fréquence 110 Hz, c’est
pourquoi l’inversion est délicate pour cette fréquence. Et
ceci sera d’autant plus vrai que les signaux capteurs ou
les fonctions de transmissibilité sont contaminés par du
bruit.

5 Conclusion

Cet article présente deux approches dans le cadre
de la restitution énergétique d’une fréquence. Ces ap-
proches sont basées sur la détermination de zones de pla-
cement optimal des capteurs à travers une carte de la
structure appelée carte de conditionnement. La première
approche est une approche numérique, elle détermine
point par point la carte de conditionnement. Cette ap-
proche offre la possibilité d’obtenir une carte de condi-
tionnement précise mais nécessite la connaissance d’un
modèle numérique. La deuxième approche par analyse
modale expérimentale permet de s’affranchir du modèle
numérique mais nécessite une détermination des modes
dominants pour chacune des fréquences à restituer. Par
ailleurs cette approche n’est viable que si le nombre de
sources est limité mais aussi un nombre de modes do-
minants relativement petit pour réussir à interpréter les
relations présentées dans cet article. Une analyse sur une
structure plus complexe suit cette étude. Cette structure
sera un carter constitué d’un arbre tournant, il s’agit d’un
élément d’un banc qui a été réalisé dans le cadre d’un pro-
jet État-Région nommé �� SURVIB ��. Ce banc permettra
des analyses de fatigue, de suivi d’endommagement, et le
développement de méthodes de restitution de sources.

Remerciements. Les auteurs tiennent à remercier la région
Champagne-Ardenne et l’État pour leur aide financière à tra-
vers le projet État-Région SURVIB.

Annexe

Cette annexe propose la démonstration permettant
d’obtenir la relation utile à la détermination du position-
nement optimal des sorties sur une structure.

Matrice de transmissibilité

Dans le cadre général, le terme général de la matrice
de transmissibilité s’écrit à l’aide de l’équation (27)

txj→yi = Ti,j(ω) =

M∑
k=1

φk(xj)φk(yi)
−ω2Mk + iωCk + Kk

M∑
k=1

φk(xj)φk(xj)
−ω2Mk + iωCk + Kk

avec i, j = 1, ..., p (27)

xi et yi désignent respectivement les entrées et les sorties.
Mk, Ck et Kk sont les kème composantes de la diagonale
des matrices de masse, de raideur, et d’amortissement ex-
primées dans la base modale. i est le nombre complexe
tel que i2 = −1.φi est le ième vecteur propre. Pour alléger
l’écriture, la notation suivante est introduite :

Dk = −ω2Mk + iωCk + Kk



548 X. Chiementin et al. : Mécanique & Industries 7, 537–550 (2006)

En tenant compte de la notation introduite, le
déterminant de la matrice de mélange est :

det (T(ω)) =
1

p∏
j=1

M∑
k=1

φk(xj)φk(xj)

Dk

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M∑
k=1

φk(x1)φk(y1)

Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y1)

Dk
. . .

M∑
k=1

φk(xp)φk(y1)

Dk

M∑
k=1

φk(x1)φk(y2)

Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y2)

Dk
. . .

..

.

..

.
. . .

..

.

M∑
k=1

φk(x1)φk(yp)

Dk

M∑
k=1

φk(xp)φk(yp)

Dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
p∏

j=1

M∑
k=1

φk(xj)φk(xj)

Dk

.det (T′(ω))

Pour avoir un système inversible la relation doit être non-
nulle, or

1∏
j

∑
k

φk(xj)φk(xj)
Dk

�= 0

dans ce cas le déterminant de T′(ω) doit être non nul. Sa
valeur dépend des entrées, des sorties et de la pulsation :

det (T′(ω)) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M∑
k=1

φk(x1)φk(y1)

Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y1)

Di
. . .

M∑
k=1

φk(xp)φk(y1)

Dk

M∑
k=1

φk(x1)φk(y2)

Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y2)

Di
. . .

.

..

...
. . .

...

M∑
k=1

φk(x1)φk(yp)

Dk

M∑
k=1

φk(xp)φk(yp)

Dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

�= 0

(28)

Dans le but d’expliciter la relation, plusieurs étapes sont
nécessaires.

Système M modes, 2 entrées, 2 sorties (M, p = 2)

La relation est ici déterminée dans le cas de deux
entrées, deux sorties et m modes dominants. Dans ce

cadre, le déterminant de la matrice de transmissibilité
s’exprime simplement :

det (T′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M∑
k=1

φk(x1)φk(y1)
Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y1)
Dk

M∑
k=1

φk(x1)φk(y2)
Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y2)
Dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(29)

det (T′) = −
M∑

k=1

φk(x2)φk(y1)
Dk

.

M∑
k=1

φk(x1)φk(y2)
Dk

+
M∑

k=1

φk(x2)φk(y2)
Dk

.

M∑
k=1

φk(x1)φk(y1)
Dk

(30)

Après développement, d’une part les termes en D2
k

s’annulent, d’autre part le développement des termes
croisés DjDk, j < k, permet d’obtenir la relation
équation (31)

det (T′) =
M∑

j,k=1;j<k

× [φj(x1)φk(x2)−φj(x2)φk(x1)
][

φj(y1)φk(y2)−φj(y2)φk(y1)
]

DjDk

(31)

Pour un système MIMO, 2 entrées, 2 sorties et M
modes dominants la relation à vérifier est l’équation (32) :

∣∣∣∣∣∑M
j,k=1;j<k

1
DjDk

[φj(x1)φk(x2) − φj(x2)φk(x1)
]

×[φj(y1)φk(y2) − φj(y2)φk(y1)
]∣∣∣∣∣ �= 0

(32)

Système M modes, 3 entrées, 3 sorties (M, p = 3)

Le déterminant pour un système 3 entrées, 3 sorties
s’écrit suivant l’équation :

det (T′) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M∑
k=1

φk(x1)φk(y1)
Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y1)
Dk

M∑
i=1

φk(x3)φk(y1)
Dk

M∑
k=1

φk(x1)φk(y2)
Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y2)
Dk

M∑
i=1

φk(x3)φk(y2)
Dk

M∑
k=1

φk(x1)φk(y3)
Dk

M∑
k=1

φk(x2)φk(y3)
Dk

M∑
i=1

φk(x3)φk(y3)
Dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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det (T′) = T1 + T2 =
∑

k,k,l;k<l

t1(k, k, l) +
∑

k,q,l;k<l<q

t2(k, q, l) (33)

t1 =
φk(x3)φk(y1)

DkDkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y2)φl(y3) − φk(y3)φl(y2)

]
− φk(x3)φk(y2)

DkDkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y1)φl(y3) − φk(y3)φl(y1)

]
+

φk(x3)φk(y3)

DkDkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y1)φl(y2) − φk(y2)φl(y1)

]
= φk(x3)A(DkDkDl)

−1
[
φk(y1)φk(y2)φl(y3) − φk(y1)φk(y3)φl(y2) − φk(y2)φk(y1)φl(y3)

+ φk(y2)φk(y3)φl(y1) + φk(y3)φk(y1)φl(y2) − φk(y3)φk(y2)φl(y1)
]

= 0
avec A =

[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

]

t2 =
φk(x3)φk(y1)

Dk
.

1

DlDq
.
[
φl(x1)φq(x2) − φl(x2)φq(x1)

][
φl(y2)φq(y3) − φl(y3)φq(y2)

]
+

φl(x3)φl(y1)

Dl
.

1

DkDq
.
[
φk(x1)φq(x2) − φk(x2)φq(x1)

][
φk(y2)φq(y3) − φk(y3)φq(y2)

]
+

φq(x3)φq(y1)

Dq
.

1

DkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y2)φl(y3) − φk(y3)φl(y2)

]
− φk(x3)φk(y2)

Dk
.

1

DlDq
.
[
φl(x1)φq(x2) − φl(x2)φq(x1)

][
φl(y1)φq(y3) − φl(y3)φq(y1)

]
− φl(x3)φl(y2)

Dl
.

1

DkDq
.
[
φk(x1)φq(x2) − φk(x2)φq(x1)

][
φk(y1)φq(y3) − φk(y3)φq(y1)

]
− φq(x3)φq(y2)

Dq
.

1

DkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y1)φl(y3) − φk(y3)φl(y1)

]
+

φk(x3)φk(y3)

Dk
.

1

DlDq
.
[
φl(x1)φq(x2) − φl(x2)φq(x1)

][
φl(y2)φq(y1) − φl(y1)φq(y2)

]
+

φl(x3)φl(y3)

Dl
.

1

DkDq
.
[
φk(x1)φq(x2) − φk(x2)φq(x1)

][
φk(y2)φq(y1) − φk(y1)φq(y2)

]
+

φq(x3)φq(y3)

Dq
.

1

DkDl
.
[
φk(x1)φl(x2) − φk(x2)φl(x1)

][
φk(y2)φl(y1) − φk(y1)φl(y2)

]

Le calcul du déterminant est réalisé par le développement
à partir de la troisième colonne :

det (T′) =
M∑

k=1

φk(x3)φk(y1)

Dk
.

M∑
j,k=1;j<k

×
[
φj(x1)φk(x2) − φj(x2)φk(x1)

][
φj(y2)φk(y3) − φj(y3)φk(y2)

]
DjDk

−
M∑

k=1

φk(x3)φk(y2)

Dk
.

M∑
j,k=1;j<k

×
[
φj(x1)φk(x2) − φj(x2)φk(x1)

][
φj(y1)φk(y3)−φj(y3)φk(y1)

]
DjDk

+
M∑

k=1

φk(x3)φk(y3)

Dk
.

M∑
j,k=1;j<k

×
[
φj(x1)φk(x2) − φj(x2)φk(x1)

][
φj(y1)φk(y2) − φj(y2)φk(y1)

]
DjDk

Le développement de l’expression précédente est
réalisé en deux étapes, le développement des termes
en DkDkDl, noté T1 =

∑
k,k,l;k �=l t1(k, k, l), k < l

et des termes en DkDlDq, k < l < q, noté T2 =∑
k,q,l;k<l<q t2(k, q, l)

voir équation (33) ci-dessus.

Une factorisation est possible, révélant le terme
représentant les vecteurs propres des sorties, noté
Φ(y, k, l, q), et les vecteurs propres des entrées, noté
Φ(x, k, l, q) :

t2 = 1
DkDqDl

Φ(x, k, l, q)Φ(y, k, l, q)

avec

Φ(y, k, l, q) =
∑

i=1,2,3;j=0,1

(−1)jφk(yi+2j)φl(yi+1)

× φq(yi+2−2j), i + 3k′ ≡ i [3], k′ ε N

Φ(x, k, l, q) =
∑

i=1,2,3;j=0,1

(−1)jφk(xi+2j)φl(xi+1)

× φq(xi+2−2j), i + 3k′ ≡ i [3], k′ ε N

Le déterminant de T′ se simplifie donc suivant
l’équation (5) :

det (T′) = T1 + T2 = T2
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∣∣∣∣∣
M∑

k1,k2,...,kp=1

1

Dk1 ...Dkp

Φ(x, k1, ..., kp).Φ(y, k1, ..., kp)

∣∣∣∣∣ �= 0, k1 < k2 < ... < kp, ∀i, ki ε N

où Φ(x, k1, ..., kp) =
∑

i = 1 à p
j = 0, 1

(−1)jφk1(xi+(p−1)j)φk2(xi+1+(p−3)j)...φkp(xi+2+(p−2p+1)j)

où Φ(y, k1, ..., kp) =
∑

i = 1 à p
j = 0, 1

(−1)jφk1(yi+(p−1)j)φk2(yi+1+(p−3)j)...φkp (yi+2+(p−2p+1)j)

Les indices des x et y sont modulo p, p ≥ 3

(35)

Pour un système MIMO, 3 entrées, 3 sorties et M
modes dominants la relation à vérifier est l’équation (34) :

∣∣∣∣∣
M∑

k,l,q=1

1
DkDqDl

Φ(x, k, l, q).Φ(y, k, l, q)

∣∣∣∣∣ �=0, k < l < q

Φ(x, k, l, q)=
∑

i = 1, 2, 3
j = 0, 1

(−1)jφk(xi+2j)φl(xi+1)φq(xi+2−2j)

Φ(y, k, l, q)=
∑

i = 1, 2, 3
j = 0, 1

(−1)jφk(yi+2j)φl(yi+1)φq(yi+2−2j)

Les indices des x et y sont modulo 3

(34)

Système M modes, p entrées, p sorties (M, p ≥ 3)

La relation équation (34) peut être généralisée à un
système MIMO p entrées, p sorties et m modes domi-
nants. La relation est obtenue à l’aide d’une récurrence
et un développement sur la pième colonne. Le détail du
calcul, étant fastidieux, seul le résultat apparâıt dans
l’équation (35) :

voir équation (35) ci-dessus.
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[12] R. Dib, Caractérisation vibratoire des machines indus-
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problèmes mal posés, Moscou, 1976
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