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Contréle optimal par réduction de modele POD et méthode
a région de confiance du sillage laminaire d’un cylindre circulaire
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Résumé — L’objectif de cette étude est de minimiser, par rotation sinusoidale, le coefficient de trainée
moyen d’un cylindre circulaire en régime laminaire. Une procédure d’optimisation couplant modele réduit
par POD et méthode a région de confiance (TRPOD) est utilisée. Cette approche conduit & une réduction
du coefficient de trainée de 30 % pour un coiit de calcul limité.

Mots clés : Controle optimal / réduction de modele / POD / méthode & région de confiance / sillage /
cylindre circulaire / trainée

Abstract — Optimal control of the circular cylinder wake in the laminar regime by POD
reduced-order models and trust-region method. The objective of this study is the mean drag
minimization under rotary control of the cylinder wake in the laminar regime. The optimization problem
is solved by a procedure that couples POD Reduced-Order Models (POD ROM) and trust-region method
(TRPOD). Finally, 30% of relative mean drag reduction is found for reduced numerical costs.

Key words: Optimal control / reduced-order model / POD / trust-region method / wake flow / circular

cylinder / drag

1 Introduction

1.1 Del'intérét de la réduction de modeles en controle
d’écoulement

Ces dernieres années, les industriels du domaine
aéronautique et automobile ont apporté un regain
d’intérét au controle actif d’écoulements et a 1’opti-
misation de formes aérodynamiques. Formellement, ces
problemes se rameénent a minimiser une fonction ob-
jectif J (coefficient de trainée, concentration de pol-
luant, bruit émis, ...) en fonction de n parametres ¢ =
(c1,¢2,...,cn) € R™ (vitesse de soufflage/aspiration, flux
de chaleur, parametres de formes, ...) sous certaines
contraintes (équations de Navier-Stokes, contraintes
géométriques, ...). Grossierement, les différentes méthodes
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de résolution existantes peuvent étre classées en deux
catégories, les méthodes de type descente qui nécessitent
au minimum une approximation du gradient de la fonc-
tion objectif, et les méthodes stochastiques dont le prin-
cipe consiste a étudier I’évolution d’une population d’in-
dividus au cours de générations successives (algorithme
génétique par exemple). Quelle que soit la méthode envi-
sagée, les cotits de calcul liés a ces méthodes de résolution
sont tellement importants qu’elles deviennent inadaptées
aux applications du controle actif en boucle fermée, pour
lesquelles le controleur a besoin de déterminer son action
en temps réel.

Dans cet article, nous proposons de résoudre le
probleme d’optimisation associé au controle d’écoulement
par une méthode de controle optimal dans laquelle les
équations d’état ne sont plus constituées par les équations
de Navier-Stokes mais par un modele réduit de dy-
namique de l’écoulement contrélé construit par POD
(Proper Orthogonal Decomposition). Cette technique, in-
troduite & lorigine en Turbulence [1] afin d’extraire
les Structures Cohérentes, permet d’évaluer une base,
optimale au sens de I’énergie, qui peut étre utilisée par
la suite pour construire par projection de Galerkin sur les
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Um = (um7 Um, pm)T

U. = (UC7 Ve, pc)T
o, = (o¥, o7, o0)"
Cns

Nomenclature
N Domaine spatial d’étude
ey Vecteur de norme unité orienté dans le sens de ’écoulement amont
ey Vecteur de norme unité perpendiculaire a e,
(ex, ey) forment une base orthonormale directe
r = (x, y)T Vecteur position d’un point quelconque de 2
Ie Frontiere du cylindre
n = (Ng,ny) Normale extérieure de I (vecteur de norme unité)
Re Nombre de Reynolds
Uso Vitesse & I'infini amont en m.s™*
D Diametre du cylindre en m
v Viscosité cinématique en m?.s~!
Vr(t) Vitesse tangentielle sur Ic en m.s~ !
~(t) Loi de contréle (sans dimension)
A Amplitude de la loi de controle
Ste Nombre de Strouhal de la loi de controle
u(zx,t) Composante du vecteur vitesse selon e, (sans dimension)
v(z,t) Composante du vecteur vitesse selon e, (sans dimension)
p(x,t) Pression (sans dimension)
U= (u, v, p)7* Variable d’état

Champ moyen

Mode de controle

Vecteur propre POD d’ordre i

Variable d’état déterminée par le modele Navier-Stokes
Variable d’état déterminée par le modele réduit POD

Temps sur lequel est calculé le coefficient de trainée moyen

Crop

Npobp Nombre de modes POD

Nigal Nombre de modes Galerkin

Nneq Nombre de modes de non-équilibre

Cp(t) Coefficient de trainée

CL(t) Coeflicient de portance

Cp Opérateur de trainée

T

c® Contréle a l'itéré k de I’algorithme TRPOD
AWK Rayon de la région de confiance

T® ou f(e®)
F® ou m® (c®)

~[m,c,1, ..., Ngal

U

Bij, Cijk, Di, Eiy, Fij, Gi

a; (t)
&(t)

Fonction objectif réelle

Fonction objectif modele

Estimation de la variable d’état U

Les modes utilisés sont indiqués dans le crochet [ - -]
Coefficients du modele réduit POD

Solution d’ordre ¢ du systeme d’état

Solution d’ordre ¢ du systeme adjoint

équations du mouvement un modele réduit de dynamique
de D’écoulement controlé [2]. En dépit de l'optimalité
énergétique de la base POD, il parait cependant difficile
de construire une fois pour toute, en début du processus
d’optimisation, une base POD capable de décrire 1’en-
semble des écoulements susceptibles d’étre rencontrés par
le systéme au cours du processus d’optimisation (voir dis-
cussion menée en [3]). Une réactualisation de la base POD
au cours du processus d’optimisation semble donc incon-
tournable, la difficulté consistant a déterminer le moment
ou une nouvelle résolution des équations de Navier-Stokes
est nécessaire pour évaluer une autre base POD. Par la
suite, nous utiliserons un algorithme dénommé TRPOD

pour Trust-Region POD [4] qui couple méthode d’optimi-
sation a région de confiance et modeles réduits POD (voir
Sect. 2).

1.2 Configuration de I'étude

Dans cette étude, nous cherchons a controler le sillage
instationnaire existant en aval d’un cylindre circulaire
(Fig. 1) pour un nombre de Reynolds Re = 200 (Re =
UL;D avec Uy vitesse a l'infini amont du cylindre, D
son diametre et v, la viscosité cinématique du fluide).
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Fig. 1. Représentation schématique de notre configuration
d’écoulement controlé modele.

L’écoulement est considéré comme incompressible et le
fluide est supposé visqueux et newtonien.

La dynamique d’un écoulement de sillage en régime
laminaire est caractérisée par son nombre de Strouhal
St défini comme St = lffT’i ou f est la fréquence
caractéristique du  comportement périodique de
Pécoulement (Fig. 7a). Le controle de D’écoulement
est exercé par rotation instationnaire du cylindre autour
de sa génératrice. Soit Vi la vitesse tangentielle du
cylindre, le parametre de contréle du probleme est
v(t) = Vr(t)/Us. Pour v = 0, I’écoulement sera dit
non controlé. Dans la suite, nous recherchons la loi de
controle v sous forme harmonique i.e. telle que :

~(t) = Asin (27Stst)
ou 'amplitude A et le nombre de Strouhal de for¢age Stg
correspondent aux deux degrés de liberté du controle.
1.3 Définition de la fonction objectif

Afin de simplifier les notations futures, on introduit
Iopérateur de trainée Cp comme :

Cp: R —R

Ur—>2/ (pnx
I

)T

1 ou 1 ou

ou U = (u, v, p)* est le champ vectoriel correspondant
aux variables de vitesse et de pression et Cp, le coefficient
de trainée instationnaire. L’objectif de I’étude est la mini-
misation du coefficient de trainée moyen de I’écoulement
calculé sur un horizon de temps 7" égal a quelques périodes
de décrochement tourbillonnaire, soit :

(CD(t))T:%/O Cio(t) dt = %/O co(U) At (1)

2 Optimisation par méthodes a région
de confiance et modeles réduits POD

Dans cette section, seul le principe de la méthode sera
exposé. Pour tous les détails et en particulier les preuves
de convergence, le lecteur est prié de se référer & [3,4].
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L’objectif est de résoudre le probleme d’optimisation :

ggﬁ{i J(Cns(e), ©) (2)
ou J : R"™xR"™ — R est la fonction objectif et ot {xg(c)
et ¢ représentent respectivement les variables d’état obte-
nues par résolution numérique des équations du systeme
et les variables de controle. L’indice NS signifie que les
équations d’état qui relient les variables de controle ¢ aux
variables d’état sont les équations de Navier-Stokes. Il est
possible, par résolution d’'un systéme dynamique d’ordre
réduit, de reconstruire ces variables par utilisation d’une
base POD. En notant {pgp ces variables, le probleme (2)
peut étre remplacé par une suite de sous-problemes de la
forme

min J(Cpop(c), €)

CcR™

Or, le modele réduit de dynamique construit par POD
ne représente la dynamique de 1’écoulement contrélé que
sur une région limitée de l'espace des parametres de
controle dite région de confiance. Posons A®) le rayon de
la région de confiance et ¢(*) les parametres de controle
obtenus pour un itéré k de I'algorithme TRPOD. Pour
évaluer la fonction J(Cng(e™), e¢®)), il est nécessaire
de déterminer les variables ¢yg(c®)). Ces variables sont
obtenues par résolution des équations de Navier-Stokes.
Lors de cette résolution, il est possible d’extraire des
réalisations (snapshots) de I’écoulement controlé, et ainsi

de générer une base POD {(bi}z(‘i)l,...,Npop' Cette base
est utilisée pour construire un modele d’ordre faible.
L’intégration temporelle de ce modele d’ordre faible per-
met de reconstruire les champs CPOD(c(k)), et donc
d’évaluer la fonction J(¢pop(c®), ¢(k)). On définit en-
suite la fonction

m) (c<k+1>) — (cw) i S(k))

-7 (Cpon (c(k> n S(k)) ek 4 S(k))
comme fonction modele de la fonction objectif

f (c(k+1>) —f (cw) +s<k>>

-7 (CNs (c(k) n S(k)) e 4 S(k))

a l'intérieur de la région de confiance [|s®)| < A,
On est alors amené a résoudre le probleme

min m* (c®) 4+ s)  sous les contraintes ||s|| < A®)

SER"

3)

Il faut ensuite évaluer la performance des nouveaux
parameétres de controle ¢t = ¢ 4+ sk obtenus
par résolution du probleme (3). On compare alors la
décroissance réelle de la fonction objectif, ared® =
f(e® 480y — f(c®), & la décroissance prédite par la
fonction modele, pred® = m®) (c®) 4 s*)) — k) (k).
Si la décroissance de la fonction objectif est jugée bonne,
en comparaison de celle obtenue par la fonction modele,
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Initialisation : ¢, résolution du modéle de Navier-Stokes, 7©®. k = 0.
A0
Construction du modele POD k=k+1
et de la fonction objectif 7*)
Al+D) S A(R)
A+ — Ak
AR+ AR)
Résolution du systéme
optimal réduit 2
sous les contraintes A(*) k=k+1 c®
mauvais bon
b+ et j(k+l)
y
Ré;ol;tio? dg m;:déle JE+D Evaluation de la performance
e Navier-Stokes (k+1) _ g ®)y j( Fht1) _ F(K)
et construction base POD 7 TINI I
Fig. 2. Schématisation de la méthode & région de confiance.
, . P . T
le pas 1) = ¢ 4 s() est accepté et le rayon de  pression [3] et déterminé {¢; = (¢¥, ¢?, ¢¥)" }NPOP. Par

confiance est augmenté a l'itéré suivant. Si la décroissance
est jugée moyenne, le pas est accepté et le rayon de
confiance est maintenu. Enfin, si la décroissance est jugée
mauvaise, le pas est refusé et le rayon de confiance est
diminué. Afin d’évaluer la valeur de la fonction objec-
tif au point c**1), f(c(k) + s(k)), il est nécessaire de
déterminer une nouvelle solution du modele de précision,
Cns(e® + sF)). Un autre jeu de réalisations, qui cor-
respond au nouveau controle ¢+ est disponible. Ce
jeu sert alors a construire un nouveau modele réduit, qui
est représentatif de la dynamique modifiée par applica-
tion des parameétres de controle ¢*t1). L’ensemble de la
procédure est résumé sur la figure 2.

3 Application a la réduction de trainée
d’un cylindre circulaire

3.1 Estimation robuste par modeéle réduit POD
du coefficient de trainée

3.1.1 Extension de la POD a la pression et méthode
de la fonction de contrdle

Pour mettre en ceuvre 'algorithme TRPOD, présenté
a la section 2, la variable U apparaissant dans la rela-
tion (1) doit pouvoir étre évaluée soit par résolution du
modele de Navier-Stokes, soit par reconstruction a l'aide
d’un modele d’ordre réduit basé sur la POD. Pour que
cela soit possible, nous avons étendu la base POD a la

ailleurs, afin d’introduire de maniére explicite la loi de
commande v dans le modele réduit POD, nous avons uti-
lisé la méthode dite de la fonction de controle introduite
dans [5]. Ainsi, toute réalisation U peut étre approximée
par le développement suivant :

~ [m,c,1, ...

1N a.
Uz, t)~U s

Ngal

=Upn(x)+7(c, t)Uc(x) + Z ai(t) ¢;(x)

ol Nga est le nombre de modes Galerkin et ot Uy,
représente I’écoulement moyen. Enfin, le mode de controle
U. est évalué comme une solution particuliere des
équations de Navier-Stokes, déterminée de telle maniere
que les fonctions propres soient homogenes sur le bord du
domaine.

3.1.2 Modes de non-équilibre

Afin d’améliorer la robustesse du modele réduit de dy-
namique, la base POD déterminée pour un parametre de
controle ¢ donné, a été modifiée en y ajoutant Nyq modes
de non-équilibre, suivant en cela la procédure décrite
dans [6]. Les modes POD de non-équilibre sont ajoutés
a la base POD existante afin d’obtenir d’autres directions
d’évolution que celles présentes initialement dans la base.
Afin de conserver I'orthonormalité des fonctions de base
POD, une procédure de Gram-Schmidt est utilisée.
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Les champs U peuvent alors étre approximés sur la
base propre POD par I'expression :

OO Nt 4y — (e 1) Ul(a)

Ngal Ngal+Nneq
+ Zai(t)¢i(m) + Z ai(t) d;(x)  (4)
=0 iZNga1+1

—_——
modes POD Galerkin  podes de non-équilibre

Le systeme dynamique POD d’ordre réduit, de dimen-
sion Nga1 + Npeq + 1, est alors de la forme [3] :

Nga1+Nne
das (£ & a
az( ) _ Z Bij a]-(t)
dt -
7=0
Nga14Nneq Nga1+Nneq

+ ) > Cikaj(t)an(t)
j=0 k=0

Ngal +Nneq

dy
+Dig | &t z; Fija;(t) |v(e, 1)+ Girv?(e, t)
=
(5a)
avec les conditions initiales suivantes :
ai(0) = (U(z, 0) — (e, 0) Uc(z), ¢;(x)) (5b)

On peut noter que le mode de controle U, étant pré-
déterminé, il n’est pas affecté par des changements de
dynamique au cours d’une procédure de controle. Par
ailleurs, le mode correspondant a 1’écoulement moyen
U, = ap¢, n'est habituellement pas résolu par le
systeme dynamique POD car il est constant en temps.
Cependant, lorsque des modes de non-équilibre sont in-
troduits, ce dernier peut étre pris en compte dans le
systeme dynamique car il peut avoir un régime transi-
toire, traduit par des échanges d’énergie avec les modes de
non-équilibre.

La figure 3 représente de maniére schématique 1'utili-
sation d’un mode de non-équilibre pour modéliser la tran-
sition d’une dynamique quelconque notée I vers une autre
dynamique notée II. Les écoulements moyens (mode ¢y))
et les fluctuations associés aux dynamiques I et II sont
généralement différents. Il faut donc rajouter un vecteur
de translation pouvant faire évoluer 1’écoulement d’une
dynamique a l'autre, au moins en moyenne. Ce vecteur
de translation correspond a cbi;f = ¢y — @b Si la dy-
namique correspondant a 1’état I est connue, il est tout
a fait possible que la dynamique correspondant a 1’état
IT soit inconnue, notamment dans des procédures d’op-
timisation utilisant des modeles d’ordre faible. Il parait
donc nécessaire de rajouter des modes de translation tra-
duisant d’autres directions de 1’espace physique controlé,
initialement non prises en compte dans les modes Ga-
lerkin. Il convient alors d’entourer la dynamique I par
plusieurs dynamiques II, III, IV, etc. généralisant des
directions non prises en compte dans le systeme POD
initial (sans modes de translation). La figure 4 illustre,
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. Espace physique controlé 1

\‘\Espace physique contrdlé 17

17

I—IT.
¢ ¢ 5

neq

\/

Espace de controle

Fig. 3. Représentation schématique d’une transition de dy-
namique par utilisation d’un mode moyen de non-équilibre.
Pour des raisons de clarté, ’espace physique est réduit a trois
directions : une direction pour I’écoulement moyen et deux
directions pour les champs fluctuants.

en lignes de courant, l’allure de certains modes Galerkin
et modes de non-équilibre pouvant étre utilisés dans la
décomposition (4).

3.1.3 Fonction modele et validation

En notant {yg(c) = (uns, vns, pns)T et {popl(e) =
(upoD, vPoD; PPoD) T, la fonction objectif est

1

fle) = T exs(e) = 7 | ColCuste)

et la fonction objectif modele, introduite dans [3], est

T Ngal+Nxxeq

m® (e) = T(Cpop(e) = %/0 Z ai(t)N; dt
=0

ou Ni = CD(¢1)

Il est maintenant nécessaire de vérifier si la fonc-
tion objectif modele est assez robuste pour représenter
des comportements correspondant a des dynamiques
différentes de celle utilisée pour construire le modele
d’ordre faible. La loi de contréle v = Asin (2w Stst) cor-
respondant aux parametres A = 2 et Sty = 0,5 est utilisée
dans la décomposition (4) pour construire le systeme dy-
namique réduit (5). Ce systéme dynamique est ensuite
intégré avec des parametres de controle se situant dans le
domaine D = {1, < A <25; 04 < Sty < 0,6}. Les va-
leurs de la fonction objectif modele J , qui correspondent
a ces parametres de controle peuvent en étre déduites.
La figure 5 représente les évolutions de la fong\tion ob-
jectif réelle J et de la fonction objectif modele J lorsque
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(a) Ecoulement contrdlé (I) moyen.

(d) Ecoulement contrdlé (II) (e) ler mode POD de /1. (f) 2nd mode POD de 1.
moyen.
- .' ;-,7 =
(g) Ecoulement naturel (IIT) (h) ler mode POD de II1. (i) 2nd mode POD de II1.
moyen.
QO = = ®————

(j) Ecoulement de base stationnaire

(k) Mode de controle.

instable IV.
——— - / .
@/ P I ,
N / \\ /-

N

(m) Mode shift de I vers I1.

(n) Mode shift de I vers I11.

(0) Mode shift de I vers I'V.

Fig. 4. Représentation des modes Galerkin (a), (b) et (¢), du mode de controle u. (k), et de modes de non-équilibre (m), (n),
(o) pouvant étre utilisés dans la décomposition dynamique (4). Tous les modes sont représentés par des lignes de courant a

Re = 200.

les parametres de controle varient sur D. On constate une
trés bonne concordance entre fonctions objectif et modele,
validant ainsi I'utilisation de la fonction modele J en lieu
et place de la fonction objectif 7.

3.2 Formulation contrdle optimal

Pour résoudre le sous-probleme d’optimisation (3),
le plus simple consiste a résoudre le systeme opti-
mal construit a I’aide du modele réduit de dynamique

POD. Ce systeme optimal est constitué des systemes et
équations suivantes [3] :

— systéme d’état (5)

— systéme adjoint

Ngai+Nueq
dg; (t) &
a ;0 Bji + (e, t) Fji
Ngal+Nneq 1
+ kz_% (Cjik + Cjki) ax(t) | & (t) — ?Ni
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1.3104
1.2911
1.2719
1.2527
1.2334
1.2142
1.1949
1.1757
1.1564
1.1372
1.1180
1.0987
1.0795
1.0602
1.0410

(a) Fonction objectif réelle J

117

1.2687
1.2540
1.2393
1.2246
1.2099
1.1952
.1805
.1658
1511
1364
1218
1.1071
1.0924
1.0777
1.0630

(b) Fonction objectif modele J

Fig. 5. Représentation des iso-valeurs des fonctions objectif réelle et modele.

¢coulement de base' :
V(t) = Vopt(t) i
-------------- = 0

Cp

PRI BT

(a) Coefficient de trainée.

1T

¢coulement de base
Y(t) = Yopt(t) 2 b
=0 .

a7

(b) Coefficient de portance.

Fig. 6. Comparaison de I'évolution temporelle des coefficients aérodynamiques dans le cas non controlé, dans le cas ou le
controle optimal est appliqué, et pour I’écoulement de base stationnaire instable.

muni des conditions terminales suivantes :
&(T)=0

— conditions d’optimalité

T
ver— [
0

Ngal+Nneq

Z ;CZ Vc Y de
=0

avec

Nga1+Nneq

d¢;
__£Di+€i &+ Z Fija;+2v(e,t)G;
=0

Li=—g

Ce systeme peut étre résolu a 'aide d’une méthode
itérative décrite dans [3]. Lors de cette résolution,
une contrainte supplémentaire, imposée par le rayon
de la région de confiance, doit toutefois étre prise en
compte. Dans cette étude, les directions de descente sont
construites a I’aide d’'une méthode de gradient conjugué

de type Fletcher-Reeves. La recherche linéaire est ef-
fectuée par une méthode d’Armijo a rebroussement, dans
laquelle la longueur du pas initial, le long de chaque di-
rection de descente, vérifie la contrainte imposée par la
région de confiance.

3.3 Résultats numériques et observations

En utilisant la procédure TRPOD décrite précé-
demment, on détermine apres convergence de l'algorithme
que les parametres de contrdle sont égaux a A = 4,25
et Sty = 0,738. Ces valeurs sont obtenues en une di-
zaine d’itérations (10 résolutions du modele de Navier-
Stokes). Ces résultats sont semblables a ceux prédits par
expérimentation numérique. Les parametres de controle,
obtenus par méthodes a région de confiance, convergent
vers les parametres de controle optimaux, et ce, quels que
soient les parametres de contréle initiaux utilisés. Ceci
prouve la performance et la robustesse de la méthode
d’optimisation décrite dans cet article.
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(a) Ecoulement non contrélé (y = 0).

(c) Ecoulement de base stationnaire instable.

Fig. 7. Représentation des iso-contours de vorticité pour un
écoulement non controlé, pour un écoulement controlé avec les
parametres de contrble optimaux A = 4,25 et St = 0,738 et
pour ’écoulement de base stationnaire instable.

Les figures 6(a) et (b) représentent respectivement
I’évolution temporelle des coefficients de trainée et de
portance, pour un écoulement non controlé et pour
I’écoulement forcé en utilisant les valeurs des parametres
de controle optimaux déterminées par TRPOD. Ces
résultats sont comparés avec le coefficient de trainée ob-
tenu pour ’écoulement de base stationnaire instable. Cet
écoulement de référence génere a priori le coefficient de
trainée le plus faible pour la configuration étudiée [7].
Le coefficient de trainée moyen passe d’une valeur égale
a 1,39 dans le cas non controlé a une valeur égale a
0,99 lorsque les parametres de controle optimaux sont
appliqués. Une réduction relative de 30 % est obtenue.
La valeur du coefficient de trainée pour 1’écoulement
controlé s’approche de la valeur du coefficient de trainée
obtenue pour 1’écoulement de base stationnaire instable
(Cp = 0,94). Par ailleurs, la dynamique de la vorticité
pour I’écoulement controlé s’éloigne de la dynamique de
I’écoulement non controlé pour s’approcher de la dyna-
mique de 1’écoulement de base stationnaire instable (voir
Fig. 7).

4 Conclusions

Une procédure d’optimisation couplant méthodes a
région de confiance et modeles réduits basés sur la
POD a été mise en ceuvre afin de minimiser le coeffi-
cient de trainée moyen du cylindre. Les parametres de
controle optimaux obtenus dans cette étude sont A =
4,25 et Sty = 0,738. La réduction relative du coeffi-
cient de trainée moyen est égale a 30 %. Par ailleurs,
I'utilisation de méthodes a région de confiance prouve
mathématiquement la convergence des parametres de
controle obtenus par le modele réduit vers les parametres
de controéle optimaux du systeme Navier-Stokes. En outre,
cette méthode permet de réduire considérablement les
couts de calcul. Ainsi, le systeme optimal obtenu en utili-
sant un modele POD en lieu et place du modele de Navier-
Stokes comme systeme d’état, permet de stocker 1600 fois
moins de valeurs numériques et est résolu environ 4 fois
plus rapidement.
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