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et de contour

Dominique Bigota, Hocine Kebir et Jean-Marc Roelandt
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Résumé – À l’heure actuelle, la conception des procédés de mise en forme s’appuie grandement sur la simu-
lation numérique via l’utilisation de codes industriels. Ces simulations portent souvent sur la déformation
des pièces et rarement sur la durée de vie des outils. Afin de prendre en compte les éventuelles modifica-
tions de l’outil au cours des cadences de mise en forme, nous développons un outil numérique dédié. Cet
outil numérique permettra plus particulièrement l’identification des critères de fatigue de l’outil. Il sera
alors possible de concevoir des formes optimales d’outils permettant d’augmenter leur durée de vie tout
en assurant la qualité exigée sur les pièces ainsi fabriquées. Ce dernier utilise un couplage en contact avec
frottement de la méthode des éléments-finis – pour modéliser la pièce – et de la méthode des éléments de
frontière – pour modéliser l’outil. Dans cet article, nous traiterons un exemple de cisaillement.

Mots clés : Couplage éléments-finis / éléments frontières / pénalité / mise en forme / optimisation /
durée de vie / critère de fatigue

Abstract – Conception of tool by coupling boundary elements and field element. Nowadays,
the simulation of forming processes is based largely on numerical simulation via the industrial numerical
codes. These simulations often relate on the deformation of the parts and seldom to the lifespan of the tools.
However, to take into account the possible modifications of the tool during cycle of working, we develop
dedicated numerical software. This one more particularly will allow the identification of the fatigue criteria
of the tool. With the view to conceiving the optimal shapes of tool allowing increasing their lifespan while
ensuring a quality required of the part thus manufactured. This latter uses contact coupling with friction
finite element method – for modelling the part – and boundary element method – for modelling the tool.
In this article, we treat an example of cutting process.

Key words: Coupling finite-elements / boundary elements / penalty / forming process / optimisation /
lifespan / fatigue criteria

1 Introduction

Estimer la durée de vie des outils devient un axe de
recherche prometteur. En effet, la connaissance de l’im-
pact du nombre de passes sur la géométrie, l’usure, la
fatigue d’un outil,... est peu développée numériquement.
Pour prendre en compte l’usure de l’outil, une attention
particulière doit être apportée au contact entre les sur-
faces de la pièce et de l’outil. Un outil numérique dédié
a été conçu permettant l’identification des critères de
fatigue de l’outil, dans le but de concevoir des formes
d’outils optimales et donc d’augmenter leur durée de vie
tout en assurant la qualité exigée sur les pièces ainsi

a Auteur pour correspondance :
dominique.bigot.2001@tremplin-utc.net

fabriquées. En raison des particularités de chaque com-
posant du procédé de fabrication, nous avons choisi un
couplage éléments-finis/éléments-frontières, dont les ca-
ractéristiques sont (Fig. 1) :

– la modélisation de la pièce en éléments-finis : la
pièce étant soumise à de grandes transformations
géométriques, ainsi qu’à des non-linéarités matérielles,

– la modélisation de l’outil en éléments de frontière :
l’outil est soumis à de petites déformations et
discrétisé par des éléments de frontière,

– la mise en contact et le couplage éléments-
finis/éléments de frontière (le coefficient de frottement
est pris égal à 0,15).

L’algorithme de contact et la discrétisation des com-
posants est repris de [1, 2] mais sera brièvemement
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Fig. 1. Modélisation.

abordé dans la partie suivante. Le logiciel KSP, dédié
aux procédés de mise en forme et développé au sein du
Laboratoire Roberval, a été utilisé pour la modélisation
du procédé de fabrication.

2 Couplage en contact

Dans cette section, l’algorithme de résolution des
problèmes de contact [1, 2] est brièvement abordé. Il est
basé sur une méthode de pénalité [3–7]. Un ajustement
de paramètre de pénalité est developpé pour résoudre les
problèmes numériques. Un ajustement automatique du
pas de chargement est développé pour renforcer la robus-
tesse de l’algorithme.

2.1 Modélisation

Le principe de la méthode des éléments de
frontière [8, 9] consiste à transformer les équations
intégrales de contour. En élasticité linéaire, l’étude d’un
volume revient à étudier le comportement de sa sur-
face. La discrétisation transforme l’équation intégrale de
contour en un système d’équations linéaires :

[A] {u} = [B] {t} (1)

où {u} est le champ de déplacement et {t} est le champ
de tension.

La méthode des éléments-finis est une méthode uti-
lisée dans le calcul des structures, particulièrement dans
les domaines non-linéaires [10, 11]. En partant du prin-
cipe des puissances virtuelles et après discrétisation, la
résolution [12, 13] peut se faire grâce à un processus
itératif de Newton-Raphson :

[KT] {�u} = {Fext} − {Fint} (2)

2.2 Principe

Le but est de corriger la pénétration de l’outil dans la
pièce par le calcul des forces de contact (Fig. 2). Des cal-
culs itératifs sont nécessaires à l’obtention de l’équilibre
des deux systèmes, où

xn est la distance de pénétration ;
t1 est la distance de glissement ;

Fig. 2. Principe de résolution.

Fc est la force de contact associée au nœud de contact
N t+Δt ;
Fc1 et Fc2 sont les forces de contact associées au seg-
ment de contact (S1S2).

L’algorithme [2] est basé sur le principe outil
�� mâıtre ��–pièce �� esclave �� (Fig. 3).

Pour chaque pas, la zone de contact est déterminée
en identifiant le couple segment/nœud vérifiant xn ≤ 0,−−→
S1N.

−−−→
S1S2 ≥ 0 et

−−→
S2N.

−−−→
S2S1 ≥ 0 (Fig. 2).

Pour chaque couple segment/nœud sont calculés

• la distance de pénétration xn ;

• la distance de glissement t1 ;

• le paramètre normal de pénalité kn

– Pour le premier pas :

kn =
∑nnct

i=1 Kc
ii

nnct
(3)

où [Kc] est la matrice de rigidité associée aux nœuds
de contact ;
nnct est le nombre de nœuds de contact.
– Pour les autres pas :

kn =
1
2

(
1 +

Fc

Fmax
c

)
kmoyen (4)

où Fc =
√

(F n
c )2 + (F t

c )2 force de contact pour
le couple (Ni, Sj), Fmax

c = max(Ni,Sj) (Fc) FT
c =∑

(Ni,Sj)
Fc kmoyen = 1

nnct
FT

c
déplacement précédent .

• le paramètre tangentiel de pénalité kt

kt = μkn (5)

où μ est le coefficient de frottement.
• la force de contact normale F n

c , corrigeant la
pénétration des nœuds dans l’outil :

F n
c =

ipas=npas−1∑
ipas=1

⎡
⎣iter=niteripas∑

iter=1

(ΔF n
c )iteripas

⎤
⎦

+

niternpas∑
iter=1

(ΔF n
c )iternpas

(6)

où npas est le nombre de pas atteint,
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Fig. 3. Algorithme de contact.

Fig. 4. Force de contact lissée.

niteripas
est le nombre d’itérations pour atteindre

l’équilibre au pas ipas,
niternpas

est le nombre d’itérations pour atteindre
l’équilibre au pas npas,
ΔF n

c = knΦ (xn) est l’incrément de force normale
sur l’itération
Φ est une fonction régularisant la force de contact
normale, en améliorant le statut de �� contact/non-
contact ��. Elle est définie par (Fig. 4) :
• pénétration (xn ≤ 0) :

Φ (xn) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

xn si xn ≤ −2ε

(xn + ε)2

4ε
− (xn + ε)

2
+

ε

4
si − 2ε ≤ xn ≤ 0

(7)

• séparation (xn > 0) :

Φ (xn) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−xn si xn ≥ 2ε

−
(

(xn + ε)2

4ε
− (xn + ε)

2
+

ε

4

)
si 2ε ≥ xn ≥ 0

(8)

• la force de contact tangentielle F t
c , prenant en compte

le frottement, basée sur le modèle de frottement de
Coulomb [14] :

F t
c =

ipas=npas−1∑
ipas=1

⎡
⎣iter=niteripas∑

iter=1

(
ΔF t

c

)iter
ipas

⎤
⎦

+

niternpas∑
iter=1

(
ΔF t

c

)iter
npas

(9)

où

ΔF t
c =

⎧⎪⎨
⎪⎩

rt contact collant

−μ |ΔF c
n |

t1
|t1| et kt = μkn

∣∣∣∣xn

t1

∣∣∣∣
si |rt| ≥ μ |ΔF c

n | contact glissant
avec

rt = −ktt1.

2.3 Résolution

Les déplacements de la pièce et de l’outil sont évalués
indépendamment par la résolution de deux systèmes
distincts.
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Fig. 5. Ajustement des paramètres de pénalité.

Pour la pièce, modélisée en élément-finis de domaine,
le contact est pris en compte en ajoutant à (2) le vecteur
des forces de contact {Fcontact} au second membre :

[KT] {�u} = {Fext} − {Fint} + {Fcontact} (10)

Pour l’outil, modélisé en éléments de frontière, le
contact est pris en compte en ajoutant à (1) le vecteur des
tensions de contact {tcontact} au vecteur des tensions {t} :

[A] {u} = [B] ({t} + {tcontact}) (11)

L’outil et la pièce sont considérés en contact quand
l’équilibre entre les deux systèmes est atteint.

La détermination de l’équilibre des deux systèmes est
basée sur trois tests :

• Le premier test verifie l’équilibre entre les surfaces de
contact. Si la distance de pénétration est trop petite
xt+Δt

n < ε1, l’équilibre est atteint.
• Le second test prend en compte les nœuds qui sortent

de la zone de contact.
– Le nœud ne pénètre plus l’outil :

xt+Δt
n > 0 (12)

– La variation du déplacement est négligeable :∣∣xt+Δt
n − xt

n

∣∣
|xt

n|
< ε2 (13)

– La force de contact est presque nulle :

|Fc| =
√

(F n
c )2 + (F t

c )2 < ε3 (14)

• Le troisième test vérifie si les nœuds glissent sur la
surface. ∣∣tt+Δt

1 − tt1
∣∣

|tt1|
< ε3 (15)

Lorsque le test d’équilibre est satisfait, l’algorithme
passe au pas suivant, au contraire, les paramètres de
pénalité normal et tangentiel sont ajustés pour l’itération
précédente [15].

Le paramètre de pénalité normal kn est ajusté grâce
à la fonction Ψn (Fig. 5) :

kn −→ Ψn

(
xt+Δt

n , xmin

)
kn (16)

Fig. 6. Pas adaptatif.

où

Ψn

(
xt+Δt

n , xmin

)
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣xt+Δt
n

∣∣
xmin

si

∣∣xt+Δt
n − xt

n

∣∣
|xt

n|
< ε4∣∣∣∣ xt

n

xt+Δt
n − xt

n

∣∣∣∣ si

∣∣xt+Δt
n − xt

n

∣∣
|xt

n|
> ε5

1 sinon

Le paramètre de pénalité tangentiel kt est ajusté grâce
à la fonction Ψt :

kt −→ Ψt

(
tt1, t

t+Δt
1

)
kt (17)

où

Ψt

(
tt1, t

t+Δt
1

)
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 si
∣∣tt+Δt

1

∣∣ < ε6
et tt1t

t+Δt
1 ≥ 0∣∣∣∣ tt1

tt+Δt
1 − tt1

∣∣∣∣ sinon

L’ajustement des paramètres de pénalité sont très im-
portant. Un bon ajustement conditionne la rapidité de
l’algorithme de contact, mais aussi sa robustesse. Au
contraire, un mauvais ajustement aura des effets sur la
rapidité de convergence de l’algorithme, lequel convergera
plus lentement voire pas du tout.

La méthode, utilisée pour ajuster le pas de
déplacement de l’outil, consiste à calculer un coefficient
Cipas tel que :

u
ipas
depl −→ Cipasu

ipas
depl (18)

Si les nœuds de contact ne sont pas validés par les tests
d’équilibre, le coefficient diminue le pas de déplacement.
Le calcul du coefficient prend en compte le pourcentage
de nœuds de contact respectant les conditions de contact
(Fig. 6).

Si les nœuds de contact sont validés par les tests
d’équilibre, le coefficient augmente le pas de déplacement.
Le calcul du coefficient prend en compte le nombre
d’itérations nécessaire à l’équilibre du pas précédent
(Fig. 7).

Après avoir rappelé la méthode de contact, les par-
ties suivantes vont traiter du problème d’optimisation de
l’outil.
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Fig. 7. Pas adaptatif.

Fig. 8. Procédés de découpe.

3 Description du problème

La réalisation de pièces, grâce aux procédés de mise en
forme, exige la conception d’outils spécifiques. Cet outil
doit :

– assurer une qualité de conception à la pièce ;
– maximiser la durée de vie de l’outil.

Le respect de ces deux critères définit le problème à
résoudre pour concevoir des formes d’outils optimales.

Le procédés de mise en forme de la découpe d’une
pièce par un outil est étudiée. Les caractéristiques de l’es-
sai sont les suivantes (Fig. 8) :

La pièce est modélisée en éléments-finis. Ses ca-
ractéristiques et dimensions sont les suivantes :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

eppièce = 1,5 mm
Lpièce = 6 mm
Epièce = 70 000 MPa
υpièce = 0,3
σ0 = 243 MPa
Hp = 2240 MPa

(19)

Fig. 9. Éléments endommagés.

L’outil est modélisé en éléments de frontière. Ses ca-
ractéristiques et dimensions sont les suivantes :⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Dpoinçon = 6 mm
routil = variable à optimiser
jeu = variable à optimiser
Eoutil = 210 000 MPa
υoutil = 0,3

(20)

Les serre-flans sont modélisés en éléments de frontière,
mais rigides :

rserre flan = routil

Le coefficient de frottement entre les différents compo-
sants est :

μ = 0,15

Pour prendre en compte la rupture de la pièce, la
variable d’endommagement de Rice et Tracey est uti-
lisée [16] :

dR

R
� 0,283 exp

(
2
3

σh

σeq

)
dεp

e (21)

La pièce a rompu quand une série d’éléments est en-
dommagée (Fig. 9).

L’intégration du critère de Rice et Tracey donne :

log
(

R

R0

)
=
∫ εpf

εp0

0,283 exp
(

2
3

σh

σeq

)
dεpe (22)

où :

R0 est le rayon initial de la cavité ;
σh est la contrainte hydrostatique ;
σeq est la contrainte équivalente ;
dεpe est l’incrément de déformation plastique
équivalent.

Un élément est considéré comme endommagé lorsque
la cavité augmente de plus de dix pour cent (Fig. 10).

Dans cet exemple de découpe, les variables à optimiser
sont le jeu et le rayon de l’outil routil. L’objectif est de
minimiser la hauteur de bavure en assurant une durée de
vie minimale à l’outil.

Aprés la rupture, la hauteur de bavure hb détermine
la qualité de la pièce fabriquée (Fig. 11). De ce fait, plus
la hauteur de bavure est petite, meilleure est la qualité
de la pièce.
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Fig. 10. Croissance de la cavité sphérique.

Fig. 11. Hauteur de bavure hb.

Fig. 12. Domaine admissible de Dang Van.

La fonction objective à minimiser s’écrit :

F (routil, jeu) = hb (23)

La fatigue de l’outil est déterminée grâce au critère
de Dang Van [17–19]. La durée de vie de l’outil est
déterminée traçant le trajet de chargement d’un point
matériel dans le repère (τ, σh) et le domaine admissible
de Dang Van (Fig. 12).

La fonction limitation est basée sur la distance entre
le trajet de chargement et la droite limite de Dang Van.
Cette fonction s’écrit :

G(routil, jeu) = min
(

τ − aσh − b√
a2 + 1

)
(24)

Les coefficients a et b sont les constantes associées
au matériau utilisées dans le critère de Dang Van. Ces
constantes ont prises telles que a = 0,35 et b = 1500 MPa.
La fonction limitation s’écrit :

G(routil, jeu) ≤ 0 (25)

En résumé, avec (24) et (25), le système à optimiser
est le suivant :{

minroutil , jeu(F (routil, jeu))
G(routil, jeu) ≤ 0 (26)

Fig. 14. Solution (r∗outil, jeu
∗).

4 Méthode d’optimisation et validation

L’algorithme de résolution (Fig. 13) permettant de
résoudre le système (26) est basé sur une méthode de
surfaces de réponse.

Pour chaque fonction F et G, les fonctions lissées F̃
et G̃ sont de forme polynomiale bicubique :⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
F̃ (routil, jeu) =

3∑
i=0

3∑
j=0

aij routil jeuj

G̃(routil, jeu) =
3∑

i=0

3∑
j=0

bij routil jeuj

(27)

Grâce à la modélisation numérique du procédé, Fn =
F ((routil)n, jeun) et Gn = G((routil)n, jeun) sont calculés.
Le nuage de points est constitué de vingt-cinq points ba-
layant le domaine de définition.

Après avoir déterminé les surfaces de réponse F̃ et G̃
(27), le système (26) peut être résolu{

minroutil,jeu (F̃ (routil, jeu))
G̃(routil, jeu) ≤ 0

(28)

par une méthode numérique séquentielle de programma-
tion quadratique (SQP) utilisé dans Matlab. Une solu-
tion (r∗outil, jeu

∗) est trouvée et, grâce à la modélisation
numérique du procédé, F (r∗outil, jeu

∗) et G(r∗outil, jeu
∗)

sont calculés.
Deux cas sont considérés :

– Si |G(r∗outil, jeu
∗)| ≤ ε, alors (r∗outil, jeu

∗) est la solu-
tion optimale du système 26.

– Sinon, les valeurs (r∗outil, jeu
∗, F (r∗outil, jeu

∗)) et
(r∗outil, jeu

∗, G(r∗outil, jeu
∗)) sont ajoutées aux nuages

de points.

Après sept itérations de l’algorithme d’optimisation,
la condition d’arrêt est vérifiée. La recherche de l’optimum
donne :

{
routil = 0,08451 mm
jeu = 0,07853× eppièce

{
F̃ = 0,05342
G̃ = −6,913 × 10−7{

F = 0,05087
G = 4,542

(29)
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Fig. 13. Algorithme de recherche d’optimum.

La solution est déterminée à partir des surfaces de
réponses. Ces dernières n’étant qu’une approximation du
comportement réel, la solution trouvée est une approxi-
mation de l’optimum pour le problème de référence.

5 Conclusions et perspectives

Nous avons mis en place un algorithme d’optimisa-
tion permettant de maximiser la durée de vie d’un outil
de découpe. La modélisation utilisée est basée sur le cou-
plage éléments-finis/éléments de frontière permettant la
simulation des procédés de mise en forme. Notre algo-
rithme a donné des résultats prometteurs (convergence
après sept simulations).

Par la suite, diverses perspectives intéressantes
peuvent être suivies, comme :

– augmenter le nombre de variables à optimiser, par
exemple en considérant l’angle paramétrant la pointe
de l’outil ;

– étendre le modèle aux cas axisymétrique et tridimen-
sionnel ;

– inclure un endommagement couplé (de type Guron ou
Lemaitre) ;

– effectuer des corrélations calculs/essais à partir de
données fournies par des partenaires industriels ;

– prendre en compte l’usure de l’outil par écaillage ;
– prendre en compte le retrait de l’outil après perçage

ou découpe des tôles, qui provoque des frottements
très dommageables pour l’outil ;

– prendre en compte les non-linéarités matérielles
développées en surface de l’outil dues aux aspects
mécaniques et thermiques.
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Éditions Eyrolles, 1995

[9] C.A. Brebbia, J. Dominguez, Boundary elements: an in-
troductory course, Mc Graw-Hill, first edition, 1989

[10] L.E. Malvern, Introduction to the Mechanics of
Continuum Medium, Prentice Hall, 1969
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