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Résumé – Les besoins accrus d’encapsulation et d’autonomie des dispositifs de contrôle vibratoire ont
ouvert le domaine des matériaux piézoélectriques shuntés. De par ses propriétés physiques, l’élément
piézoélectrique convertit une partie d’énergie vibratoire en énergie électrique. Le fait de connecter un
circuit électrique (un circuit de shunt) aux bornes du patch modifie la dynamique du système complet
(structure + patchs piézoélectriques) et offre ainsi des possibilités de le contrôler. C’est ce que nous nom-
merons contrôle vibratoire passif dans le cas où le circuit de shunt est constitué de composants passifs
(Résistances et inductances physiques). Dans la littérature, les dispositifs employant des stratégies de
contrôle se focalisent principalement sur l’efficacité obtenue en termes de facteur d’amortissement modal.
Les flux d’énergie entre les différents éléments du système complet ne sont pas optimisés. Nous propo-
sons de développer un critère d’optimisation structurale qui prend en compte la dissipation induite non
seulement en termes d’amortissement modal mais également en termes d’amplitude d’énergie dissipée.
Ce critère intègre des grandeurs facilement calculables via un code de calcul par éléments-finis. Il est à
noter que l’une des principales difficultés de modélisation de ce type de structures est liée à la condition
électrique qui varie. Il est nécessaire d’employer un modèle complet ou suffisamment représentatif pour
calculer les modes de résonance de la structure à tension nulle (condition de Dirichlet électrique ) et à
courant nul (condition de Neumann électrique). Nous appliquerons notre critère à une poutre élancée sur
laquelle est implantée un patch piézoélectrique pour différentes conditions aux limites et différents types
de polarisation. Nous nous focaliserons sur le contrôle du premier mode de flexion de la structure.

Mots clés : Optimisation structurale / contrôle vibratoire / amortissement passif / shunt résistif /
piézoélectricité

Abstract – Structural optimization of a piezoelectric patch shunted with a resistive cir-
cuit. The needs of encapsulation and autonomy of vibration control devices have opened the field of
shunted piezoelectric materials. With their physical properties, piezoelectric element converts a ratio of
vibration energy into electric energy. An electric circuit (shunt circuit) can be connected to the electrodes
of the piezoelectric patch and thus modifies the dynamics of the whole system (structure + piezoelectric
patches). In this paper, the studied control strategy is called passive vibration control because the shunt
circuit is constituted by passive components as electric resistance or physical inductances. In literature,
structural optimization of vibration control strategies is focused, in particular, on efficiency in terms of
modal damping ratio. Energy flows between the different elements of the whole system are not considered.
In this paper, a structural optimization criterion, taking into account modal damping ratio and dissipated
energy, is developed. This criterion involves values easily performed with a finite element software. Let’s
note that one of the major modeling difficulties of this type of structures is related to the electric bound-
ary conditions. A complete modeling or a representative modeling is necessary to compute precisely the
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natural modes of the studied structure with a Dirichlet electric boundary condition and a Neumann electric
boundary condition applied to the electrodes of the piezoelectric patches. The developed criterion is applied
to a slender beam, on which a piezoelectric patch is bonded, for different mechanical boundary conditions
and for different types of poling. The study is focused on the vibration control of the first bending natural
mode of the structure.

Key words: Structural optimisation / vibration control / passive damping / resistive shunt /
piezoelectricity

1 Introduction

La capacité des matériaux piézoélectriques à pro-
duire une réponse sous forme électrique lorsqu’ils sont
mécaniquement contraints (effet direct) et inversement
d’obtenir des mouvements de précision avec l’applica-
tion d’un champ électrique (effet inverse) permet de les
utiliser respectivement comme capteurs ou comme ac-
tionneurs, une fois placés sur des structures mécaniques
flexibles. Les développements dans le domaine des struc-
tures dites �� intelligentes ��, intégrant des capteurs et des
actionneurs piézoélectriques, ont montré de grandes po-
tentialités dans une large gamme d’applications tel que
le diagnostic structural non destructif [1–3], le position-
nement de précision [4–6], l’isolation vibratoire [7–12] ou
l’amortissement de vibrations [13–17,20, 21].

Les besoins accrus d’encapsulation et d’autonomie
des dispositifs de contrôle vibratoire ont ouvert le do-
maine des matériaux piézoelectriques �� shuntés ��, c’est-
à-dire connectés à un circuit électrique. Ces matériaux
convertissent une partie de l’énergie vibratoire en énergie
électrique et inversement. Par conséquent, il est possible
en connectant à leurs bornes un circuit électrique de mo-
difier leur dynamique propre et celle de leur structure por-
teuse. Ces processus ne requièrent ni capteur ni modèles
numériques de la structure à contrôler. Cependant, pour
tirer le meilleur parti de ces stratégies, une phase d’opti-
misation de l’ensemble du système est nécessaire.

L’optimisation des processus de stabilisation via des
patchs piézoélectriques �� shuntés �� peuvent s’effectuer à
deux niveaux : soit sur l’efficacité des impédances de
contrôle, qu’elles soient actives, semi-actives ou passives,
soit sur la forme et le placement des capteurs et des ac-
tionneurs.

Plusieurs techniques de shunt ont été développées et
optimisées dans la littérature. L’idée fondamentale de
toutes ces méthodes est de créer un circuit électrique
équivalent, entre la capacité du patch piezoélectrique et
le type d’impédance choisie, capable d’agir de manière
optimale sur la structure porteuse afin de la stabili-
ser. Nous pouvons distinguer les shunts linéaires de type
résistif [22], capacitif (positif ou négatif) [23–25], résonant
monomodal [22, 26] ou résonant multimodal [27, 28] et
les shunts non-linéaires à résistance commutée [29, 30], à
inductance commutée [31, 32], à raideur commutée [23]
ou à source de tension commutée [32, 33]. Les tech-
niques de contrôle par shunt ont été largement étudiées
pour stabiliser des structures mécaniques simples comme
des poutres [22, 23, 27, 31] ou des plaques [25, 34] et,
plus récemment, des systèmes plus complexes comme des

rames de train [35], des systèmes de freinage [36] ou des
ailerons d’appui de voiture de course [37].

Les performances des stratégies qu’elles soient actives,
semi-actives ou passives dépendent fortement du nombre,
de la taille, de la forme et du placement des couches
piézoélectriques employées [38]. C’est sur ce point que, ces
dernières années, les plus grands efforts se sont concentrés.
Crawley et de Luis [18] ont émis l’idée d’un critère pour
trouver le lieu optimal d’un actionneur piézoélectrique
pour une poutre encastrée-libre. Baz et Poh [19] ont
résolu le problème de l’optimisation, à la fois, du pla-
cement d’un actionneur possédant une taille pré-définie
et de la tension optimale nécessaire au contrôle. L’uti-
lisation de la méthode de contrôle dans l’espace modal
indépendant modifié (Modified Independent Modal Space
Control, MIMSC ), où l’énergie des divers modes de la
structure est estimée à partir de l’histoire des vibrations,
est employée. Une fois cette valeur déterminée, les gains
de rétroaction modaux optimaux du contrôleur sont cal-
culés et seuls les modes possédant une haute énergie sont
contrôlés. Crawley [18] a tenté de trouver le placement op-
timal des actionneurs piézoélectriques en déterminant le
lieu de plus haute déformation moyenne sur la structure
au cours du mouvement à contrôler. Devasia et al. [39]
ont considéré le problème de l’optimisation de placement
et de taille des actionneurs piézoélectriques distribués sur
une poutre uniforme. Trois critères de performance sont
étudiés :

– Cas de l’amortissement passif : la partie réelle des va-
leurs propres du système est maximisée en fonction
des paramètres géométriques de la structure et des
patchs de contrôle ;

– Cas du régulateur quadratique linéaire (LQR) : une
fonction de coût quadratique, construite avec la so-
lution de l’équation algébrique de Riccati [40] et les
conditions initiales du système, est maximisée ;

– Cas de la grammienne de contrôlabilité : la
contrôlabilité de tous les modes est maximisée.

Dhingra et Lee [41] ont étudié l’influence du placement
des paires de capteurs et d’actionneurs et des gains de
rétroaction sur la conception optimale des structures ac-
tivement contrôlées. Pour le cas de l’optimisation du pla-
cement de l’actionneur, différentes fonctions coût et me-
sures d’efficacité ont également été employées. Quelques
chercheurs [42,43] ont proposé de maximiser le critère de
contrôlabilité en utilisant une mesure de la matrice gram-
mienne. Une fonction quadratique de coût tenant compte
de l’erreur de mesure et de l’énergie de commande [44, 45]
a également été considérée. Des recherches ont été
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menées [46] sur l’influence de l’épaisseur d’un piézo-
actionneur sur le contrôle des vibrations d’une poutre en-
castrée-libre en utilisant la théorie des poutres de Euler-
Bernoulli. Meric et Saigal [47] ont dérivé les expressions
de sensibilité de forme pour des structures linéaires avec
des champs, mécanique et élastique, couplés. Les au-
teurs de [48] trouvent le placement optimal des paires
d’actionneur-capteur piézoélectriques colocalisées sur une
plaque mince encastrée à ces quatre bords. Cette opti-
misation est effectuée en déterminant le lieu de haute
sensibilité de position pour chaque mode. Plusieurs cher-
cheurs [49, 50] utilisent l’optimisation quadratique des
performances pour trouver la position optimale des ac-
tionneurs et des capteurs piézoélectriques pour la sup-
pression effective des vibrations structurales.

Comme nous pouvons le constater dans la littérature,
la plus grande attention a été portée à l’optimisa-
tion de paires d’actionneur et de capteur. Leur pla-
cement, leur taille aussi bien que leur épaisseur sont
considérés. Mais l’optimisation de systèmes de contrôle
considérant conjointement le placement et la taille des
patchs piézoélectriques et les impédances de contrôle
c’est-à-dire de l’énergie nécessaire au contrôle n’a été que
rarement étudiée, même dans le cas des stratégies ac-
tives [51, 52].

Dans cet article, nous proposons de développer un
critère d’optimisation structural qui prend en compte la
dissipation non seulement en termes d’amortissement in-
duit par une technique de shunt résistif mais également
en termes d’amplitude d’énergie dissipée.

L’article est divisé en trois parties. Nous développons,
dans un premier temps, les aspects de modélisation com-
prenant les équations constitutives de la piézoélectricité
ainsi que celles issues de la discrétisation par la méthode
des éléments-finis. Ensuite, nous détaillons le critère d’op-
timisation structurale. Enfin, nous appliquons le critère
au cas d’une poutre piézocomposite pour différentes
conditions aux limites et pour différents modes de po-
larisation. Nous nous focaliserons sur le premier mode de
flexion de la structure.

2 Développement du modèle numérique

2.1 Équations d’équilibre

Dans un domaine structural Ω0, le vecteur de
déplacement u et le potentiel électrique V sont solu-
tions de l’équation d’équilibre et de la loi de Gauss en
électrostatique.

σij,i + f j = ρüj (1)

Di,i = ρe = 0 (2)

où σ représente le tenseur des contraintes mécaniques
(N.m−2), D le déplacement électrique (C.m−2), ρ la
masse volumique (kg.m−3), ρe la densité volumique de
charges (C.m−3) et f la densité volumique de forces
extérieures s’appliquant sur la structure (N.m−3).

Le milieu n’étant pas infini, ces équations sont à
compléter par des conditions aux limites.

Les conditions aux limites mécaniques associées au
problème sont

{
u = u0∀x ∈ ∂Ωu

0

σij .ni = t̄i∀x ∈ ∂ΩT
0

(3)

où ∂Ωu
0 et ∂ΩT

0 représentent respectivement les condi-
tions de Dirichlet mécaniques et les conditions de
Neumann mécaniques et n un vecteur normal à ∂ΩT

0 .
Les conditions aux limites électriques associées au

problème sont

⎧⎪⎨
⎪⎩

V = 0 ∀x ∈ ∂ΩV
0

V = Va ∀x ∈ ∂ΩV
a

[D.n] = 0 ∀x ∈ ∂Ωq
0

(4)

où ∂ΩV
0 , ∂ΩV

a et ∂Ωq
0 représentent respectivement les

conditions de Dirichlet électriques, les conditions de
Dirichlet électriques des surfaces électriques d’entrée et
de sortie du système et les conditions de Neumann
électriques et n un vecteur normal à ∂Ωq

0 .

2.2 Équations de comportement

À cause de leur symétrie, les tenseurs de contraintes
T et de déformations S mécaniques peuvent être mis sous
la forme de vecteurs contenant 6 termes indépendants
en utilisant une notation matricielle condensée. Si les ef-
fets thermique et magnétique sont considérés négligeables,
les équations couplées peuvent s’écrire, en notation
condensée :

T p = cEpq.Sq − ekp.Ek (5)

Di = eiq.Sq + εS
ik.Ek (6)

où E = −∇.V

cE , εS , e et E sont respectivement la matrice d’élasticité
à champ électrique constant (N.m−2), la matrice de per-
mittivité diélectrique à déformation constante (F.m−1),
la matrice de couplage électromécanique (C.m−2) et le
vecteur champ électrique (V.m−1). La forme des ma-
trices (7), (8) et (9) est caractéristique des céramiques
PZT, polarisées suivant l’axe 3.

ekp =

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0 0 e15 0

0 0 0 e15 0 0

e31 e31 e33 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ (7)
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cEpq =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c11 c12 c13 0 0 0

c12 c11 c13 0 0 0

c13 c13 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c66

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(8)

εS
ik =

⎡
⎢⎢⎣
ε11 0 0

0 ε11 0

0 0 ε33

⎤
⎥⎥⎦ . (9)

Il est à noter que les équations (5) et (6) sont applicables
aux matériaux passifs en considérant εS et e comme des
tenseurs nuls.

2.3 Discrétisation par une méthode éléments-finis

En combinant les relations (1) à (6), nous obtenons un
système d’équations représentant le modèle de la struc-
ture étudiée. D’après [53], nous pouvons exprimer la for-
mulation faible associée à ce modéle et ensuite appliquer
la méthode des élèments-finis pour discrétiser le probléme.
Nous obtenons alors la formulation éléments-finis matri-
cielle (10).

⎛
⎜⎜⎝

Kuu KuV i
KuV p

Kt
uV i

−KV iV i
−KV iV p

Kt
uV p

−Kt
V iV p

−KV pV p

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝
un

V i

V p

⎞
⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎝
Muu 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝
ün

V̈ i

V̈ p

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
F

0

Q

⎞
⎟⎟⎠ (10)

où V i, V p, un, Muu, Kuu, KuV ∗ , KV iV ∗ et KV ∗V ∗
sont respectivement le vecteur des potentiels nodaux in-
terne à la structure, le vecteur des potentiels nodaux ap-
pliqués aux électrodes, le vecteur des déplacements no-
daux, la matrice de masse, la matrice de raideur élastique,
la matrice de raideur piézoélectrique et la matrice de rai-
deur diélectrique. F et Q représentent respectivement
le vecteur colonne des forces mécaniques appliquées aux
nœuds de la structure et le vecteur colonne des charges
électriques mesurées en ∂ΩV

a .
Nous pouvons effectuer une condensation statique de

type Guyan pour ne conserver que le vecteur colonne des
électrodes, V p. De la deuxième ligne de l’équation (10),
nous extrayons l’expression du potentiel interne à la struc-
ture.

V i = K−1
V iV i

(Kt
uV i

.un −KV iV p
.V p) (11)

En injectant (11) dans l’équation (10), nous obtenons le
système matriciel (12).(
Huu HuV p

Ht
uV p

−HV pV p

)(
un

V p

)
+
(
Muu 0

0 0

)(
ün

V̈ p

)
=
(
F
Q

)
(12)

avec ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Huu = Kuu +KuV iK

−1
V iV i

Kt
uV i

HuV p
= KuV p

−KuV p
K−1

V iV i
Kt

V iV p

HV pV p
= Kt

V pV p
+Kt

V iV p
K−1

V iV i
KV iV p

Il est nécessaire d’appliquer la condition d’équipotentia-
lité aux électrodes. L’équation (13) traduit le fait que le
potentiel des électrodes possède une valeur identique quel
que soit le point considéré sur l’électrode.

V p = Iv.V a (13)

avec Iv, une matrice de localisation des électrodes com-
posée de 1 et de 0.

Nous appliquons l’équation (13) au système (12).(
Huu HuV a

Ht
uV a

−HV aV a

)(
un

V a

)
+

(
Muu 0

0 0

)(
ün

V̈ a

)
=

(
F

qa

)

(14)
avec ⎧⎪⎨

⎪⎩
HuV a = HuV p .Iv

HV aV a
= It

v.HV pV p
.Iv

qa = It
v.Q

HV aV a est une matrice diagonale contenant les capacités
des patchs piézoélectriques employés et qa les charges
électriques issues de ces patchs.

Nous pouvons également écrire le système
d’équations (14) sous la forme suivante (on pose
F = 0) :

Muu.ün + (Huu +ΔHuu).un = HuV a
.H−1

V aV a
.qa (15)

H−1
V aV a

.Ht
uV a

.un −H−1
V aV a

.qa = V a (16)

où
ΔHuu = HuV a .H

−1
V aV a

.Ht
uV a

2.4 Modes de vibration de la structure

Dans le cas d’un shunt de type résistif, qa et V a sont
liés par la loi d’Ohm. Nous pouvons exprimer cette re-
lation dans le domaine de Laplace avec s la variable de
Laplace et R la matrice diagonale contenant les valeurs
de résistances de shunt.

V a = Rsqa (17)
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Fig. 1. Diagramme de Bode typique de l’admittance
électrique d’une structure piézoélectrique.

Nous injectons la relation (17) dans les équations (15)
et (16) afin d’éliminer le potentiel électrique. Nous posons
G = (RHV aV a)−1. Nous obtenons les relations suivantes :

Muus
2.un + (Huu +ΔHuu−

HuV a
.H−1

V aV a
(sI +G)−1GHt

uV a
).un = 0 (18)

qa = (sI +G)−1GHt
uV a

.un (19)

avec I la matrice identité de mêmes dimensions que la
matrice HV aV a

.

Si nous considérons un seul patch piézoélectrique alors
HV aV a

est un scalaire. Si R −→ 0 alors G −→ ∞.
L’équation de mouvement (18) de la structure mécanique
s’écrit alors :

Muus
2.un +Huu.un = 0 (20)

La relation (20) correspond au mode de vibration de la
structure à Va = 0 c’est-à-dire en court circuit électrique.
Nous avons accès aux modes de vibrations purement
mécaniques, appelés résonances de la structure.

Si R −→ ∞ alors G −→ 0. L’équation de mouve-
ment (18) de la structure mécanique s’écrit alors :

Muus
2.un + (Huu +ΔHuu).un = 0 (21)

La relation (21) correspond au mode de vibration de la
structure à qa = 0, c’est-à-dire en circuit ouvert. Nous
avons alors accès aux modes de vibrations de couplage
piézoélectrique, appelés anti-résonances de la structure.

Sur la figure 1, nous observons une courbe d’admit-
tance typique d’une structure piézoélectrique avec une
alternance résonance-antirésonance.

3 Critère d’optimisation

3.1 Étude de sensibilité

Les relations (18) et (19) sont réécrites sous la forme
du système (22) dans le domaine de Laplace.[
Muus

2 +Huu +ΔHuu −HuV a
H−1

V aV a

−GHt
uV a

(sI +G)

][
u

qa

]
=
[

0
0

]
(22)

Nous projetons le déplacement u sur la base des modes
propres {φi, Ωi}i=1...N en circuit ouvert (qa = 0) avec
φi, le vecteur de déformée propre du mode i et Ωi, la
valeur propre du mode i. Les vecteurs φi sont normalisés
par rapport à la matrice de masse. Nous obtenons, en
convention d’Einstein, l’expression (23).

u = φiηi (23)

On suppose que tous les patchs piézoélectriques sont de
mêmes dimensions donc possèdent tous la même capacité
HV aV a . En injectant la relation (23) dans le système (22),
nous obtenons l’équation matricielle (24).

[
INs

2 +Ω2 −φtHuV a
H−1

V aV a

−GHt
uV a

φ (s+G)I

][
η

qa

]
=

[
0

0

]
(24)

avec IN la matrice identité de dimensions N , Ω la matrice
diagonale contenant les pulsations Ωi, φ la matrice conte-
nant les déformées modales φi et η le vecteur colonne
contenant les contributions modales ηi.

Séparons les variables de l’équation (24).

[s3IN+s2GIN+sΩ2+(Ω2−φtHuV a
H−1

V aV a
Ht

uV a
φ)G]η=0

(25)

[−GHt
uV a

φ(s2IN +Ω2)−1φtHuV a
H−1

V aV a
+(s+G)I]qa=0

(26)
Si nous considérons les pôles en circuit fermé, nous avons
l’équation (27).

ω2 = Ω2 − diag(φtΔHuuφ) (27)

En considérant la relation (27), l’équation (25) s’écrit sous
la forme (28)

[s3IN + s2GIN + sΩ2 + ω2G−GResu]η = 0 (28)

avec Resu une matrice à diagonale nulle ne comportant
que les termes extradiagonaux de la matrice φtΔHuuφ.
La matrice Resu peut être considérée comme négligeable
pour des faibles valeurs de G [52].

L’étude porte sur la sensibilité des pôles liés à la struc-
ture, sm, et ceux liés au shunt par rapport à la valeur de
la résistance de shunt, sg. Il nous faut déterminer les va-
riations de ces pôles en fonction des différents paramètres
du système.
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Nous considérons les pôles initiaux décrits par la fa-
mille (29).

{s0m, s0g} = {{±jΩi}i=1...N , {0}k=1...n} (29)

Les pôles liés à la structure mécanique sont solutions du
déterminant de l’équation (28). La sensibilité des pôles
mécaniques par rapport à G, autour de la valeur 0, est
donnée par la relation (30).

(
∂s

∂G

)
s=s0

m,G=0

=

(
∂H1(s,G)

∂G
∂H1(s,G)

∂s

)
s=s0

m,G=0

(30)

avec H1(s,G) le déterminant de l’équation (28).
D’après [52], l’expression de l’évolution des pôles

mécaniques du système contrôlé, autour G = 0 et au pre-
mier ordre en G, est exprimée par l’équation (31).

smi = −G (Ω2
i − ω2

i )
2Ω2

i

± jΩi (31)

⇐⇒ smi = −(RHV aV a
)−1 (Ω2

i − ω2
i )

2Ω2
i

± jΩi

Pour stabiliser au mieux la structure, c’est-à-dire pour
obtenir le meilleur facteur d’amortissement, il faut aug-
menter la distance entre la fréquence propre du mode i
en circuit ouvert, Ωi, et la fréquence propre du mode i en
circuit fermé, ωi.

Les pôles liés au shunt sont les solutions du
déterminant de la relation (26). La sensibilité des pôles
liés au shunt par rapport à G, autour de la valeur 0, est
exprimée par la relation (32).

H2(s = 0, G) = 0

= det(−GHt
uV a

φ(Ω2)−1φtHuV a
H−1

V aV a
+(s+G)I)

(32)

avec H2(s,G) le déterminant de l’équation (26).
Grâce à l’orthogonalité des modes propres et à la nor-

malisation des vecteurs propres par rapport à la masse,
nous obtenons φ(Ω2)−1φt = K−1. K−1 correspond à la
matrice de compliance de la structure. L’équation (32)
peut se mettre sous la forme de la relation (33).

det(−GHt
uV a

K−1HuV aH
−1
V aV a

+ (s+G)I) = 0 (33)

La matrice carrée Ht
uV a

K−1HuV a correspond au
complément dual de Schur associé à la distribution
des patchs sur la structure mécanique. Nous proje-
tons l’équation (33) sur la base des modes propres
{ψi, Li}i=1...N associée à la matrice Ht

uV a
K−1HuV a de

dimensions n×n avec ψi le vecteur des déformées propres
du mode i et Li la valeur propre du mode i. Les vecteurs
ψi sont normalisés pour obtenir ψtψ = I. Les pôles, so-
lutions de l’équation (33), sont également solutions de la
relation (34).

det(−GLH−1
V aV a

+ (s+G)I) = 0 (34)

avec L la matrice diagonale contenant les valeurs
propres Li.

Nous obtenons facilement la relation (35).(
∂s

∂G

)
s=s0

g,G=0

= −GLH−1
V aV a

+ I (35)

On en déduit alors l’expression (36) de l’évolution des
pôles de shunt, autour G = 0 et au premier ordre en G.

sgk = G
((
H−1

V aV a

)
k
Lk − 1

)
(36)

Par définition d’un shunt résistif, le système est stable.
Les pôles de shunt restent donc négatifs. Pour limiter le
niveau de la charge qa, il est nécessaire de maximiser |sgk|.

3.2 Obtention du critère

D’après l’équation (27) et à couplage constant, plus la
raideur ΔHuu, induite par les conditions électriques, est
élevée, plus les pôles ωi et Ωi sont éloignés. Donc, plus
la capacité du patch est faible, plus la distance entre les
pôles ωi et Ωi est grande. Le facteur d’amortissement et la
valeur de résitance en sont d’autant plus élevés. Cet effet
est limité par les effets de raideur ajoutée par la structure
mécanique du patch.

Issu de la relation (36), (H−1
V aV a

)kLk − 1 =
Lk−(HV aV a )k

(HV aV a )k
représente le ratio apparent entre la ca-

pacité équivalente de la structure mécanique au niveau
de la localisation du patch k et celle du patch k. Par
conséquent, à couplage constant, plus le patch k possède
une capacité élevée par rapport à la capacité équivalente
de la structure mécanique, plus faible est la valeur de
la résistance de shunt mais plus limitées sont les perfor-
mances en termes d’amortissement. Il est donc nécessaire
de trouver un compromis entre performances et dissipa-
tion d’énergie.

Sur le modèle du critère développé en [52], nous pro-
posons le critère (37).

Ji =
(Ω2

i − ω2
i )

2Ω2
i

min
k=1... n

((H−1
V aV a

)kLk − 1)

pour i = 1... N (37)

Les variables de conception associées au critère sont
les pulsations Ωi à circuit ouvert, les pulsations ωi

à circuit fermé, la capacité des patchs HV aV a
de

contrôle et les valeurs propres Lk associées à la matrice
Ht

uV a
K−1HuV a

.
(Ω2

i −ω2
i )

2Ω2
i

évalue l’amortissement modal

de la structure complète. mink=1... n((H−1
V aV a

)kLk − 1)
donne la plus faible valeur de résistance nécessaire pour
contrôler la structure.

4 Simulations numériques : cas d’une poutre
piézocomposite

Pour évaluer les performances du critère (37), nous
l’appliquons au cas d’une poutre vibrante en flexion, sur
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Fig. 2. Dimensions et mode de sollicitation de la poutre
étudiée.

Tableau 1. Paramètres dimensionnels de la poutre et du
patch.

Paramètre Valeur unités

L 100 mm

l 10 mm

h 4 mm

hp 1 mm

Tableau 2. Paramètres du matériau constitutif de la poutre.

Paramètre Valeur unités

E 200 GPa

ν 0,33 –

ρ 7850 kg.m−3

Tableau 3. Paramètres du matériau constitutif du patch
PZT-5H.

Paramètre Valeur unités

ρ 7500 kg.m−3

e31 –6,62 C.m−2

e33 23,24 C.m−2

e15 17,03 C.m−2

c11 127,2 GPa

c12 80,2 GPa

c13 84,6 GPa

c33 117,4 GPa

c44 22,9 GPa

c66 23,4 GPa

ε11 150,91 10−11 F.m−1

ε33 126,93 10−11 F.m−1

laquelle un patch piézoélectrique est collé. L’optimisation
porte sur la longueur du patch. Nous étudions différents
modes de polarisation et différentes conditions aux li-
mites.

4.1 Description de la structure

La structure mécanique est une poutre en acier
sur laquelle un patch piézoélectrique est collé, comme
présenté en figure 2. Les dimensions et les paramètres
des matériaux sont donnés dans les tableaux 1 et 2. Il est
à noter que la longueur du patch constitue la donnée à
optimiser. Pour solliciter la poutre, nous appliquons une
force F sur le bord non-encastré au milieu de la largeur
de la poutre, comme décrit en figure 2.

Fig. 3. Condition aux limites 1 : poutre encastrée-libre.

Fig. 4. Condition aux limites 2 : poutre encastrée-guidée.

Fig. 5. Polarisation du patch en mode d’extension.

Fig. 6. Polarisation du patch en mode de cisaillement.

Nous considérons deux types de conditions aux li-
mites :

– La condition 1, donnée en figure 3 où la poutre est
encastrée-libre,

– la condition 2, donnée en figure 4 où la poutre est
encastrée-guidée.

Nous considérons également deux types de polarisa-
tion correspondant à deux types d’actionnement :

– La polarisation 1 (ou actionnement en extension),
donnée en figure 5 où l’axe de polarisation du
patch piézoélectrique est colinéaire à l’axe du champ
électrique.

– la polarisation 2 (ou actionnement en cisaillement),
donnée en figure 6 où l’axe de polarisation du patch
piézoélectrique est perpendiculaire à l’axe du champ
électrique et parallèle à l’axe longitudinal de la
poutre. Les lois de comportement correspondantes
s’obtiennent en inter-changeant les directions 3 et 1.

4.2 Modéle numérique de la structure

Les équations multiphysiques du système sont
discrétisées par une méthode éléments finis en utilisant le
logiciel Comsol Multiphysics c©. La structure est maillée en
utilisant des éléments hexaèdriques de type Lagrange qua-
dratique avec 8 points de Gauss par élément. Le maillage
possède 10 385 degrés de liberté pour 336 éléments.
Comme illustré en figure 7, l’épaisseur du patch contient
4 éléments et l’épaisseur de la poutre 3 éléments. Pour
réduire la taille des matrices, une méthode de condensa-
tion dynamique est utilisée [54]. Il s’agit d’une méthode
de Craig et Bampton modifiée dans laquelle la charge sta-
tique du patch est incluse dans la base de condensation.
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Fig. 7. Maillage de la poutre piézocomposite.

5 Résultats numériques

Pour cette étude numérique, nous considérons le pre-
mier mode de flexion de la poutre en dynamique pour les
deux conditions aux limites définies en figures 3 et 4 et
pour les deux modes d’actionnement. Pour l’ensemble de
l’étude, nous supposons un facteur d’amortissement ini-
tial de 0,1 %. Celui-ci est pris en compte par addition aux
performances obtenues grâce au critère. La plage d’opti-
misation de la longueur du patch s’étend de 10 % à 90 %
de la longueur totale de la poutre soit de 10 mm à 90 mm.

5.1 Mode d’extension

La figure 5 présente le mode d’actionnement étudié. Il
s’agit d’un mode d’extension-compression du patch qui
permet de faire fléchir la poutre lorsque la plaquette
piézoélectrique est collée sur l’une de ces faces.

5.1.1 Poutre encastrée-libre

Dans un premier temps, nous optimisons grâce au
critère la longueur du patch piézoélectrique. À titre de
comparaison, nous optimisons également la longueur du
patch d’un point de vue �� amortissement modal �� en
considérant uniquement le terme (Ω2

i −ω2
i )

2Ω2
i

. C’est ce que
nous nommons �� performances brutes ��. Sur la figure 8,
nous superposons les performances brutes et le critère en
fonction de la longueur du patch. Il apparâıt clairement
une différence entre les optimaux des deux critères. La
longueur optimale pour les performances brutes est obte-
nue à 55 % de la longueur totale de la poutre soit 55 mm
et à 70 % de la longueur totale de la poutre soit 70 mm
pour l’optimisation grâce au critère.

Dans un deuxième temps, nous mettons en place la
résistance de shunt pour contrôler la structure. Le ta-
bleau 4 donne un comparatif de résistances à valeur
constante d’amortissement du mode 1 pour les deux opti-
misations étudiées. La structure optimisée montre un gain
sur la valeur de résistances donc sur l’énergie de contrôle.

De la même manière, le tableau 5 donne un compara-
tif de performances à valeur de résistance constante pour
les deux optimisations étudiées. Nous constatons une aug-
mentation des performances entre les deux processus pour
une résitance égale.
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Fig. 8. Comparaison entre les performances brutes et le critère
en fonction de la longueur du patch, dans le cas de l’action-
nement par extension et des conditions aux limites de type
encastrée-libre au mode 1.

Tableau 4. Comparaison entre les performances brutes et les
performances optimisées à amortissement constant dans le cas
de l’actionnement par extension et des conditions aux limites
de type encastrée-libre au mode 1.

Amortissement Résistance brute Résistance

(en %) (kΩ) optimisée (kΩ)

1,25 3,11 2,69

1,5 5,93 5,07

1,75 9 7,96

2 13 11,8

2,2 18,2 17,8

Tableau 5. Comparaison entre les performances brutes et les
performances optimisées à valeur de résistance constante dans
le cas de l’actionnement par extension et des conditions aux
limites de type encastrée-libre au mode 1.

Résitance Amortissement brut Amortissement

(kΩ) (en %) optimisé (en %)

5 1,42 1,49

10 1,82 1,9

13 2 2,06

15 2,09 2,13

5.1.2 Poutre encastrée-guidée

Sur la figure 9, les courbes de performances brutes
et du critère en fonction de la longueur du patch sont
superposées. La longueur optimale pour les performances
brutes est obtenue à 40 % de la longueur totale de la
poutre soit 40 mm et à 55 % de la longueur totale de la
poutre soit 55 mm pour l’optimisation grâce au critère.

Nous mettons en place la résistance de shunt pour
contrôler la structure. Le tableau 6 donne un compara-
tif de résistances à valeur constante d’amortissement du
mode 1 pour les deux optimisations étudiées. La structure
optimisée montre un gain sur la valeur de la résistance de
shunt donc sur l’énergie de contrôle.
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Fig. 9. Comparaison entre les performances brutes et le critère
en fonction de la longueur du patch, dans le cas de l’action-
nement par extension et des conditions aux limites de type
encastrée-guidée au mode 1.

Tableau 6. Comparaison entre les performances brutes et les
performances optimisées à amortissement constant dans le cas
de l’actionnement par extension et des conditions aux limites
de type encastrée-guidée au mode 1.

Amortissement Résistance brute Résistance

(en %) (kΩ) optimisée (kΩ)

1,1 1,83 1,57

1,25 3,85 3,34

1,5 7,54 6,72

1,75 12,7 12,5

1,8 14 14,9

Tableau 7. Comparaison entre les performances brutes et les
performances optimisées à valeur de résistance constante dans
le cas de l’actionnement par extension et des conditions aux
limites de type encastrée-guidée au mode 1.

Résitance Amortissement brut Amortissement

(kΩ) (en %) optimisé (en %)

1,5 1,07 1,1

3 1,19 1,22

5 1,33 1,38

7,5 1,49 1,54

10 1,64 1,67

Le tableau 7 donne un comparatif de performances
à valeur de résistance constante pour les deux optimisa-
tions étudiées. Il apparâıt que la stratégie optimisée via
le critère (37) requiert une résistance moins importante
que, dans le cas de l’optimisation modale, à performance
égale.

5.2 Mode de cisaillement

La figure 6 présente le mode d’actionnement considéré.
Il s’agit d’un mode de cisaillement du patch qui permet
de faire fléchir la poutre par rotation des sections lorsque
la plaquette piézoélectrique est collée sur l’une des faces.
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Fig. 10. Comparaison entre les performances brutes et le
critère en fonction de la longueur du patch, dans le cas de
l’actionnement par cisaillement et des conditions aux limites
de type encastrée-libre au mode 1.

Tableau 8. Comparaison entre les performances brutes et
les performances optimisées à amortissement constant dans le
cas de l’actionnement par cisaillement et des conditions aux
limites de type encastrée-libre au mode 1.

Amortissement Résistance brute Résistance

(en %) (kΩ) optimisée (kΩ)

0,101 8,6 5

0,1015 12,7 8,4

0,102 16,9 15

5.2.1 Poutre encastrée-libre

Dans un premier temps, nous optimisons grâce au
critère la longueur du patch piézoélectrique. Sur la
figure 10, nous superposons les performances brutes et
le critère en fonction de la longueur du patch. La lon-
gueur optimale pour les performances brutes est obtenue
à 10 % de la longueur totale de la poutre soit 10 mm et à
75 % de la longueur totale de la poutre soit 75 mm pour
l’optimisation grâce au critère.

Dans un deuxième temps, nous mettons en place
la résistance de shunt pour contrôler la structure. Le
tableau 8 donne un comparatif de résistances à valeurs
constantes d’amortissement du mode 1 pour les deux pro-
cessus d’optimisation. La structure optimisée montre une
diminution de la valeur de la résistance donc de l’énergie
de contrôle. Les performances en termes d’amortisse-
ment sont faibles pour les cas d’actionnement en cisaille-
ment. Cependant, l’optimisation de ce type de système
peut s’avérer utile lorsque une capacité négative est mise
en parallèle de la plaquette piézoélectrique. Le couplage
électromécanique effectif est alors augmenté de manière
significative.

De la même manière, le tableau 9 donne un compa-
ratif de performances à valeur de résistance constante
pour les deux optimisations. La stratégie optimisée via
le critère (37) donne de meilleurs résultats à résistance
égale.
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Tableau 9. Comparaison entre les performances brutes et les
performances optimisées à valeur de résistance constante dans
le cas de l’actionnement par cisaillement et des conditions aux
limites de type encastrée-libre au mode 1.

Résitance Amortissement brut Amortissement

(kΩ) (en %) optimisé (en %)

2 0,1002 0,1004

5 0,10 056 0,101

7,5 0,10 087 0,1014

10 0,10 117 0,1017

15 0,10 177 0,1019
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Fig. 11. Comparaison entre les performances brutes et le
critère en fonction de la longueur du patch, dans le cas de
l’actionnement par cisaillement et des conditions aux limites
de type encastrée-guidée au mode 1.

Tableau 10. Comparaison entre les performances brutes et
les performances optimisées à amortissement constant dans le
cas de l’actionnement par cisaillement et des conditions aux
limites de type encastrée-guidée au mode 1.

Amortissement Résistance brute Résistance

(en %) (kΩ) optimisée (kΩ)

0,1005 2,55 1,7

0,101 5 3,6

0,1015 7,25 6,45

5.2.2 Poutre encastrée-guidée

Tout d’abord, nous optimisons grâce au critère la lon-
gueur du patch piézoélectrique. Sur la figure 11, nous su-
perposons les performances brutes et le critère en fonction
de la longueur du patch. La longueur optimale pour les
performances brutes est obtenue à 10 % de la longueur
totale de la poutre soit 10 mm et à 90 % de la longueur
totale de la poutre soit 90 mm pour l’optimisation grâce
au critère.

Ensuite, nous mettons en place la résistance de shunt
pour contrôler la structure. Le tableau 10 donne un com-
paratif de résistances à valeur constante d’amortissement
du mode 1 pour les deux optimisations étudiées. La struc-
ture optimisée montre une diminution de la valeur de la
résistance donc de l’énergie de contrôle.

Tableau 11. Comparaison entre les performances brutes et
les performances optimisées à valeur de résistance constante
dans le cas de l’actionnement par cisaillement et des conditions
aux limites de type encastrée-guidée au mode 1.

Résitance Amortissement brut Amortissement

(kΩ) (en %) optimisé (en %)

2 0,10 038 0,10 059

3,5 0,1007 0,10 098

5 0,101 0,10 129

7,5 0,10 156 0,10 162

Enfin, le tableau 11 donne un comparatif de per-
formances à valeur de résistance constante pour les
deux optimisations. La structure optimisée via le critère
développé amène de performances supérieures, en termes
d’amortissement, comparées à celles de l’optimisation via
l’amortissement modal.

6 Conclusions

Cet article présente le développement et l’application
sur un cas simple d’un critère d’optimisation structu-
rale de stratégies de shunt résistif. Ce critère est défini à
partir de paramétres de conception simples. Deux séries
d’analyse modale sont nécessaires pour les calculer. Les
résultats numériques montrent que l’optimisation à l’aide
du critère permet de trouver un meilleur compromis entre
performances, en termes d’amortissement modal, et va-
leur de résistance de shunt par rapport à l’optimisation
structurale liée à l’amortissement modal simple.
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