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Résumé — De nombreuses courbes de percée, obtenues en particulier en milieu poreux insaturé avec des
traceurs passifs, décroissent comme des puissances du temps. Ce comportement est incompatible avec
les lois de Fourier et Fick, par contre il correspond aux solutions d’une vaste classe d’équations aux
dérivées partielles, incluant des opérateurs non-locaux en temps. De plus, ces équations représentent la
limite macroscopique d’un grand nombre de modeles & petite échelle. Ce résultat, qui a été démontré a
I’aide d’une méthode probabiliste dans le cas de parameétres uniformes et constants, est illustré par des
simulations numériques dépassant ce cadre.

Mots clés : Dispersion / adsorption / milieux poreux / modeles probabilistes / intégrales fractionnaires

Abstract — Mass transport versus sorption in porous media. Many break-through curves, especially
with passive tracers in unsaturated porous media, show power-law decrease. Such a behaviour is not
compatible with Fick’s and Fourier’s laws. Nevertheless, it fits a wide class of partial differential equations
involving time-non-local mappings. Moreover, that equations are the macroscopic limit of many small-scale
models. The result was proved, on the basis of a probabilistic method, in the case where all parameters

are constant: it is illustrated numerically by simulations in more general situations.
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1 Introduction

En général, les lois de Fourier et Fick représentent
la dispersion, en particulier dans les milieux homogenes.
Or des données recueillies dans certains milieux natu-
rels avec certains traceurs, ainsi que dans des proces-
sus industriels de filtration, sont plus ou moins incom-
patibles avec ces modeles. Parmi des situations assez
diverses, il y a des phénomenes particulierement remar-
quables, qui se signalent par des densités de traceur,
ou des flux (de traceur) évoluant comme des puissances
(négatives) du temps, au lieu de la décroissance ex-
ponentielle attendue dans le cadre des lois de Fourier
et Fick. Ces caracteres ont en particulier été observés
en milieux poreux, au moins dans trois situations. Il
y a d’abord des milieux saturés mais tres hétérogenes,
dans lesquels ces comportements sont assez marqués mais
disparaissent aux grands temps [10]. En milieu insa-
turé, pas forcément trés hétérogene (sable) avec un tra-
ceur passif, ces comportements semblent au contraire
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persister [1]. Nous proposons de discuter un modele qui
semble approprié a cette situation. Des milieux saturés,
avec des pores et des grains de géométrie complexe, pro-
duisent des résultats apparemment similaires avec cer-
taines bactéries [16].

Des versions modifiées des lois de Fourier et Fick,
introduisant des opérateurs non-locaux en temps, per-
mettent de décrire des densités de traceur évoluant sui-
vant une puissance du temps, et conservant ce compor-
tement aux tres grands temps. De telles équations aux
dérivées partielles [15, 17] sont des généralisations du
modele « MIM » pour « mobile/immobile medium » [4],
dont la version originale a été construite sur 'idée qu’un
traceur peut se trouver dans deux phases, mobile et im-
mobile, échangeant de la matiere selon une cinétique
d’ordre un.

Pour ces équations aux dérivées partielles « fraction-
nelles », nous présentons des aspects qualitatifs impor-
tants de leurs solutions, en vue d’interpréter quelques
données existantes mais surtout des données attendues.
Un argument important en faveur de ces modeles est
qu’ils représentent la version macroscopique de nombreux
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scénarios a petite échelle. En effet, la loi de Fourier
régit la densité d’'un mouvement Brownien, et ce dernier
représente la limite hydrodynamique d’une vaste classe de
marches au hasard accumulant des sauts indépendants,
de variance finie, séparés pas des intervalles de temps
pendant lesquels les marcheurs peuvent étre advectés s’il
y a un champ des vitesses moyen non-nul. Ces inter-
valles de temps peuvent étre identiques, ou bien aléatoires
mais indépendants, avec une moyenne finie. On obtient le
modele MIM original ou ses variantes fractionnaires, en
introduisant dans ce scénario des temps d’immobilisation
aléatoires. Si ces temps ont une moyenne finie, la den-
sité de marcheurs a 1’échelle macroscopique suit le modele
« MIM ». Par contre s’ils sont distribués par une loi de
probabilité se comportant aux grands temps comme une
puissance d’ordre —1 — 7, avec v < 1, la densité de mar-
cheurs est mieux décrite par une version « fractale » de
ce modele [15]. Ceci a été démontré numériquement [17],
ainsi que par un raisonnement [12] sous certaines hy-
potheses, comme des parametres constants, ou une
cinétique d’adsorption uniformément répartie. En fait,
le résultat est valable sous des conditions plus larges,
comme le montrent des comparaisons mettant en jeu des
histogrammes de marches au hasard et des densités de
marcheurs calculées en discrétisant les e.d.p incluant des
termes non-locaux [12]. Aprés des précisions nécessaires
sur ces modeles et ces marches au hasard, nous présentons
ces comparaisons.

2 Le modéle MIM

En vue de ces comparaisons, nous utilisons la den-
sité de probabilité P(x,t) de trouver un marcheur en un
point donné z & un instant donné t. Dans un milieu po-
reux, ce n’est pas exactement la concentration, mais on
peut relier ces deux grandeurs en utilisant la porosité et
la teneur en eau. Le modele MIM et ses variantes « frac-
tales » permettent de décrire I’évolution de P en tenant
éventuellement compte de phénomenes d’adsorption.

2.1 Le modele MIM original
L’équation aux dérivées partielles [4]
Oy P(x,t) + A0y P(x,t) =V - (DVP —vP)(z,t) (1)

permet de tenir compte d’effets de retard dans I'ar-
rivée d’un traceur en aval d’'un puits d’injection. Ici, v
représente la vitesse moyenne ressentie localement par les
particules de traceur : c’est la vitesse de pore. Apres avoir
incorporé de nombreux aménagements, I’équation (1) a eu
un grand succes en milieux poreux, mais une autre version
semble capable de mieux tenir compte d’effets de mémoire
tres marqués [7].

2.2 Le modéle MIM fractal
Il s’agit de I’équation aux dérivées partielles

(Id+ Ay ;)0 P(z,t) = V- (DVP —vP)(z,t)  (2)

Ln(P(x,1))

Ln(t)

Fig. 1. Evolution, en coordonnées logarithmiques, de la solu-
tion de (3) obtenue dans le domaine [0, 1] limité par des condi-
tions imposant un flux de traceur nul en z = 0 et P(1,¢) =0,
a partir d’injection localisée dans le temps tout pres de x = 0,
les parametres étant v = 0,8, A=0,1,v =5, h = 1.

introduite par [7, 15]. Avec 7 entre 0 and 1, elle
contient 'opérateur 101;7, qui représente la convolution
par F(%jv), selon la définition suivante [14].

Definition : L’intégrale fractionnelle d’ordre a, cal-
culée sur [0,1], est 1§ f(t) = ﬁ fot(t — e f(¢at'.

Le cas limite v = 1 n’est autre que le modele MIM [4]
original (1), et lorsque ce parametre est plus petit, (2)
est sa version « fractale ». Ce parametre a un effet visible
sur le comportement asymptotique (aux grands temps)
des solutions : quand t est grand, P(z,t) est propor-
tionnel & t~7, comme l'indique la figure 1. C’est facile
a démontrer dans un milieu infini a l'aide des transfor-
mations de Fourier et Laplace, c’est apparent aussi en
domaine borné par simulation numérique. La figure 1 re-
produit qualitativement les courbes de percée obtenues
par [1] avec un traceur passif en sortie de colonnes rem-
plies de sable insaturé.

Un tel comportement ne s’observe pas pour v = 1,
d’ou l'intérét de (2) pour les données de dispersion mon-
trant des lois de puissance. Lorsque tous les parametres
sont uniformes et constants, (2) équivaut a

Oy P(x,t) =V - (DV —v)(Id + M(z) Iy ) ' P(x,t) (3)

avec h(z) = 1. On montre en effet que opérateur (Id +
)\h(ac)lol,:y) est inversible [12]. De plus, on montre a l'aide
de la transformation de Laplace que son inverse équivaut
en fait a la convolution par la fonction Hyp (), définie
ci-dessous, & partir de F,(z) = Enzop(%nna) qui est une
fonction du type de Mittag-Leffler [6].
Notation : Pour ¢ et A positifs, et avec v entre 0 and
1, posons Hx~(t) = LB, (—At'77). On a H,(t) =
yjo0 Al
n=0I(1+n(1-7))
conservation, si le flux de traceur est

pour ¢t > 0. On obtient ainsi une loi de

F(z,t) = (DV —v)(Id+ A(z)[y ) "' P(z,t)  (4)
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Lorsque les parametres cessent d’étre uniformes et
constants, les équations (2) et (3) cessent d’étre
équivalentes. En fait la version la plus générale est (3),
et ceci est dit au fait que si P représente la densité totale
de traceur, (Id + )\h(x)lé;’y)_lP représente celle de la
fraction mobile. On peut étendre ce résultat [12] au cas
ou les parametres D, v, h, A dépendent du temps ou de la
position, et aussi au cas ou la fonction h n’est plus uni-
forme, mais prend ses valeurs entre 0 et 1. Elle représente
alors la probabilité pour un marcheur d’étre immobilisé.

3 Marches au hasard approchant (3)

En fait, la loi de Fourier est un cas particulier de (3),
qui s’obtient avec A = 0 ou 7 = 1. Or, on peut la déduire
de la loi de Fick quand cette derniere s’applique, et c’est
la limite hydrodynamique d’un grand nombre de marches
au hasard. De méme (3), qui se déduit de (4) compte
tenu du principe de conservation de la masse, est aussi
la limite hydrodynamique d’un grand nombre de marches
au hasard, incluant des périodes d’immobilisation pour
les marcheurs.

3.1 Le cas de la loi de Fourier

Pour A = 0, on approche les solutions de (1) par la
densité d’un nuage de marcheurs, effectuant des sauts suc-
cessifs, indépendants, et qui sont eux-mémes des variables
aléatoires de variance o2, séparés par des intervalles de
temps 7 (ou de moyenne 7). Si la vitesse moyenne v est
différente de zéro, les sauts s’ajoutent a des translations
effectuées pendant ces durées. Ces translations ont pour
amplitude v7 si v est constante. Quand 7 et ¢ tendent vers
zéro en vérifiant D = 02 /(27), la densité des marcheurs a
une limite qui vérifie (1). Plusieurs démonstrations ont
été présentées depuis [2], et les expériences rappelées
dans [13] ont observé avec précision des mouvements a
petite échelle correspondant a ce schéma.

Ce résultat peut étre généralisé a ’aide des lois stables
de Lévy.

3.2 Lois stables de Lévy

Ces lois de probabilité, notées L, sont invariantes par
addition, a des homothéties et des translations pres, et
cette propriété les caractérise [3]. Elles forment un en-
semble indexé par deux parametres : 'exposant de sta-
bilité a appartient a ]0,2], et au voisinage de l'infini la
densité de probabilité de Ly est en t~'~%. L’indice de
dissymétrie vérifie |#] < min(a, 2 — «), il vaut 0 pour une
loi paire. Comme la loi normale (qui correspond a o = 2)
ces lois sont des attracteurs, c’est-a-dire que quand on
ajoute des variables aléatoires V; indépendantes, de den-
sité ¢ (t) proportionnelle & t~1~% au voisinage de l'infini
(avec 0 < a < 2),laloi de n=/*(V; +...+V},) tend vers
une loi stable d’exposant a.. La loi normale attire toutes

les lois de variance finie, ce qui fait un domaine d’attrac-
tion particulierement important. Les autres lois stables
servent a mieux tenir compte d’évenements « extrémes »
rares mais importants.

3.3 Marches au hasard avec immobilisation

L’équation (3) est la limite hydrodynamique de
marches au hasard comme ci-dessus, dans lesquelles a
la fin de chaque saut les marcheurs peuvent rester im-
mobilisés pour une durée aléatoire, représentée par une
variable aléatoire comme les V;, avec 0 < a = v < 1.
En plus, pour que ces V; ne prennent que des valeurs
positives, afin de pouvoir représenter des durées, il faut
imposer § = —vyet 0 <y < 1.

Ce point a été démontré dans [12] sur la base du
fait que dans ce cas le processus représentant la posi-
tion d’un marcheur a l'instant ¢, dans la limite hydrody-
namique, est un mouvement Brownien X (¢) subordonné
a un autre processus Z;, strictement croissant. Ce der-
nier représente le temps que le marcheur a passé a bou-
ger jusqu’a linstant ¢ [5,11]. Alors, la position a l'ins-
tant t est X(Z:), les trajectoires sont les mémes dans
les deux cas, mais pas les équations horaires. Quant
a la densité P(x,t) de marcheurs, elle s’obtient & par-
tir d’une solution Q(z,t) vérifiant (1) pour A = 0 par
P(x,t) = fooo Q(x,7)g(T,t)dr, ou g(., t) représente la den-
sité de probabilité de Z;. Cette fonction est entierement
déterminée par 1.

Ce résultat s’étend, avec une démonstration différente
trop longue a détailler ici, a des cas ou des coefficients
de (3), comme la vitesse v, dépendent du temps ou de la
position, ainsi qu’a la situation ou I’adsorption se tradui-
sant par 'immobilisation des particules, a lieu seulement
dans une partie du domaine étudié : alors, h est nul en
dehors de cette région.

4 Simulation numérique de (3)

Pour vérifier numériquement que (3) représente la
densité d’un nuage de particules effectuant la marche au
hasard ci-dessus, on simule les trajectoires d’'un grand
nombre de marcheurs. On compare les histogrammes avec
les solutions de (3).

4.1 Méthode

Chacune des particules indépendantes, effectue une
succession de translations correspondant aux durées T,
suivies de sauts instantanés Gaussiens, de variance o
avec D = 02/(27), suivis avec la probabilité h(x) dune
immobilisation dont la durée est 7/7V, la variable V
ayant pour densité 1. A cause du comportement asymp-
totique de cette derniére, la transformée de Laplace 1(s)
est équivalente a 1 — As? au voisinage de zéro. Pour
résoudre (3) on discrétise les dérivées spatiales avec des
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Fig. 2. Histogrammes d’un nuage de marcheurs effectuant la marche au hasard décrite en 3,3, comparés a la solution de (3),
obtenue a partir d’une source de débit constant pendant 0 < ¢ < top = 0,5 . Les instantanés, représentés a gauche, correspondent
a la période d’activité de la source : les triangles représentent les temps t = 0,1 et ¢ = 0,3, les cercles correspondent a t = tog = 0,5
(la source cesse alors de débiter). Les instantanés obtenus apres ¢o sont représentés a droite, pour ¢t = 0,7 et ¢t = 0,9 (triangles).

Les parametres sont D =1,v=1/2, A=1et v =1.

schémas centrés, dans le cadre d’'une méthode implicite,
afin d’éviter des pas de temps exagérément courts. En
vue de Vopérateur (Id+ )\hlé;’y)_l, on discrétise d’abord

I&:’ f(nAt) sur la base de la méthode des trapezes, avant

de l'inverser. Ceci donne X7 jw; ("~ = %[ﬂ") +
LG+ = G- D) O -
D).

On en déduit (Id + )\hlol;v)_l en remarquant que
lorsque (Id + )\hI&:’)*lg = f dans [0,t] avec t = nAt,
onag(t)=(Id+ )\hlé:ﬂ)f(t') dans [0, t]. Les fonctions
g et f sont représentées par les vecteurs G™ et F() de
coordonnées g(jAt) et f(jAt), notées g\ et fU) pour
0 < j < n. Approcher IOI;’Y (t') (pour 0 < ' < t) par
2w f07' 1 avec 0 < n’ < n, donne WWFM = G,

ol W) = (WZ(?)) est la matrice triangulaire inférieure

de dimension (n+1)x (n+1), d’élements WZ?) = 1+ hwy,

(n —

Wyfl ; = Ahw; pour 0 < j et WZ(Z)_J = 0. Son inverse est

une autre matrice triangulaire inférieure B = (B,L.(Z)),

de la forme BZ-(;?) = bén), Bf?)ﬂ = b;n) pour 0<j<i<n
et BL(T:EH = 0 pour 0 < j, avec b,g") a la ligne 7 sur la

diagonale, et (Id + )\hlol;v)’lf(nAt) est représenté par
T by f0.

4.2 Comparaisons

Les densités des marcheurs tendent vers les solutions
de (3) lorsque o et 7 deviennent petits. On a le choix entre
plusieurs possibilités pour la loi de probabilité distribuant
les durées des immobilisations. On peut prendre une loi de
Lévy comme [12]. C’est ce qu’on a pris pour la figure 2, ob-
tenue avec des parametres D et v constants et uniformes,
dans un domaine unidimensionnel représentant une co-
lonne parcourue par un débit constant. On a pris aussi

0,006

X

Fig. 3. Histogrammes d’un nuage de marcheurs effectuant la
marche au hasard décrite en 3,3, comparés a la solution de (3),
obtenue apres injection instantanée de traceur en x = 0,5, pour
une vitesse en v = sin 50t au temps ¢ = 0,4. Les parametres
sont D=1,v=1/2, A=1.

des conditions aux limites représentant un flux de traceur
nul en & = 0, et une sortie absorbante (tous les marcheurs
sont enlevés dés qu’ils arrivent) en 2z = 1. L’injection a
été continue (en z = 0,5) pendant une durée finie, avec
un taux constant.

On peut utiliser d’autres lois de probabilité pour les
durées d’immobilisation, pourvu que le comportement
asymptotique de la densité de probabilité 1) soit conforme
au paragraphe 3.2. Par exemple pour les figures 3 et 4 on
a pris une loi de Pareto. La convergence est alors moins
rapide, il faut des o et 7 plus petits. Pour la figure 3, on a
pris les mémes conditions aux limites, avec une injection
instantanée en x = 0,5, mais la vitesse était une fonc-
tion sinusoidale du temps. La figure 4 correspond a des
conditions aux limites absorbantes en © = 0 et z = 1
(P = 0), avec une injection instantanée au départ, une vi-
tesse constante mais on a imposé h(x) = 0 en dehors d’un
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Fig. 4. Histogrammes d’un nuage de marcheurs effectuant la
marche au hasard décrite en 3,3, comparés & la solution de (3),
obtenue apres injection instantanée de traceur en x = 0,5, pour
une vitesse constante au temps ¢ = 1. Cependant la fonction
h s’annule en dehors de Uintervalle [0,25,0,75] dans lequel elle
vaut 1. Les parametres sont D = 0,3, v =1+ =0,3, A =0,5.

intervalle dans lequel A(z) = 1, pour limiter ’adsorption
a un sous-ensemble : il en résulte une discontinuité de la
densité totale P de traceur. Dans tous les cas les deux
méthodes concordent.

5 Conclusion

Pour représenter des phénomenes de transport mon-
trant des courbes de percée avec une décroissance asymp-
totique en loi de puissance, on n’a guere de meilleur
modele que (3). De plus, cette équation est en étroite
relation avec des modeles a petite échelle, a base de
marches au hasard incluant pour un traceur la possibi-
lité d’étre immobilisé puis relaché. Des outils numériques
permettent de discrétiser (3) en vue de traiter des données
expérimentales [8]. Il reste & trouver aussi pour quelle rai-
son des scénarios a petite échelle avec de longues périodes
d’immobilisation semblent pertinents en milieu poreux in-
saturé, et pas saturé, pour représenter les mouvements des
particules de traceur.
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