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Résumé – Dans cet article, les effets combinés de la rugosité de surface et de la rhéologie du lubrifiant ad-
ditivé sur les performances hydrodynamiques d’un patin plan incliné sont étudiés au moyen de la méthode
d’homogénéisation. La surface du patin contiguë au film est supposée fixe et rugueuse tandis que la surface
inférieure mobile est parfaitement lisse. Le modèle de fluide polaire ou à couple de contrainte de V.K. Stokes
est adopté pour décrire le comportement rhéologique du lubrifiant s’écoulant entre les deux surfaces. Les
études de simulation sont effectuées en considérant trois formes de rugosités (transversales, longitudinales
et anisotropes) et différentes valeurs du paramètre de couple de contrainte. La comparaison des solutions
obtenues par les méthodes déterministe et d’homogénéisation a permis de conclure que la méthode d’ho-
mogénéisation est efficace pour les trois formes de rugosité envisagées. Les résultats de l’étude paramétrique
effectuée montrent que les rugosités de surface et les couples de contraintes dus à la présence des additifs
polymériques dans le lubrifiant ont des effets non négligeables sur les performances hydrodynamiques du
contact, à savoir : le champ de pression, la capacité de charge, le nombre de frottement et la puissance
dissipée.

Mots clés : Lubrification hydrodynamique / rugosité de surface / patin incliné / fluide polaire / méthode
d’homogénéisation / méthode déterministe

Abstract – A study of combined effects of surface roughness and lubricant rheology on the
hydrodynamic contact behavior using the homogenization method. The combined effects of sur-
face roughness and lubricant rheology on the performance characteristics of a hydrodynamic inclined slider
bearing are investigated by means of the homogenized method. The pad surface is rough and stationary
while the lower surface is assumed to be smooth and moving. The V.K. Stokes couple stress fluid model
is adopted to describe the rheological behavior of the lubricant flowing between the two surfaces. The
numerical simulations are performed by considering three roughness patterns (transverse, longitudinal and
anisotropic), and various values of the couple stress parameter. It is found that the homogenization method
is rigorous and efficient for the three roughness patterns considered. It is also found that the combined
effects of the surface roughness as well as the couple stress due to the presence of polymer additives on
the hydrodynamic performance characteristics such as pressure field, load carrying capacity, friction factor
and power loss are significant.

Key words: Hydrodynamic lubrication / surface roughness / slider bearing / polar fluid / homogenization
method / deterministic method

1 Introduction

La théorie de lubrification hydrodynamique classique
fondée par Osborne Reynolds en 1886 est basée sur l’hy-
pothèse de surfaces parfaitement lisses [1]. Cependant, il a
été montré qu’une telle hypothèse est peu réaliste surtout

a Auteur pour correspondance :
benyebka.bou-said@insa-lyon.fr

pour l’étude des contacts sévèrement chargés fonction-
nant avec de faibles épaisseurs de film.

Les pièces mécaniques manufacturées sont limitées
par des surfaces qui ne sont jamais conformes à celles
géométriquement idéales représentées sur les dessins de
définition et de fabrication. En effet, elles présentent
des défauts de nature géométriques et physico-chimiques
résultant du procédé de fabrication utilisé et du matériau
constituant ces pièces.
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Nomenclature

B largeur du patin (m)

Cf nombre de frottement,

F force de frottement (N)

h0 épaisseur du film du contact parfait (m)

h1 amplitude des rugosités (m)

h épaisseur du film lubrifiant, h = h0 + h1 (m)

hmin épaisseur minimale du film à la sortie du contact, hmin = min (h0) (m)

hmax épaisseur maximale du film à l’entrée du contact, hmax = max (h0) (m)

hε épaisseur déterministe du film lubrifiant (m)

L longueur du patin (m)

� paramètre du couple des contraintes, � =
√

η/μ (m)

�̃ paramètre du couple des contraintes adimensionné, �̃ = �/hmin,

np nombre de périodes ou de rugosités, np = 1/ε,

p pression dans le film lubrifiant (Pa)

p0 pression, solution homogénéisée (Pa)

pε pression, solution déterministe (Pa)

P puissance dissipée, W ,

Q̄ débit de fuite moyen (m3.s−1)

r rapport des épaisseurs du film à l’entrée et à la sortie du contact, r = hmax/hmin > 1,

U vitesse de déplacement de la glissière (m.s−1)

u1, u2 composantes du champ de vitesse de l’écoulement suivant x1 et x2 (m.s−1)

ū1, ū2 vitesses moyennes de l’écoulement suivant x1 et x2 (m.s−1)

W portance hydrodynamique (N)

x coordonnées d’espace globales, x = 〈x1 x2〉,
y coordonnées d’espace locales, y = 〈y1 y2〉,
Y cellule unitaire, Y = (0, 1) × (0, 1),

α amplitude des rugosités (m)

α̃ amplitude adimensionnée, α̃ = α/hmin,

ε paramètre inversement proportionnel au nombre de périodes, ε = 1/np,

Φ fonction de dissipation visqueuse (W.m−3)

η constante physique due à la présence des couples de contraintes (N.s)

λ longueur d’onde des rugosités (m)

λx1 , λx2 longueurs d’onde des rugosités suivant les directions x1 et x2 (m)

Λ constante, Λ = 6μU (Pa.m)

ρ masse volumique du lubrifiant (kg.m−3)

μ viscosité dynamique du lubrifiant (Pa.s)


∇x(·) opérateur différentiel, 
∇x(·) =
〈

∂(·)
∂x1

∂(·)
∂x2

〉
,


∇y(·) opérateur différentiel, 
∇y(·) =
〈

∂(·)
∂y1

∂(·)
∂y2

〉
,


∇(·) gradient de la fonction (·), 
∇(·) = 
∇x(·) + ε−1
∇y(·),

∇· opérateur de divergence,

(̃·) quantité adimensionnée,

(
·) quantité vectorielle,

(̄·) valeur moyenne,〈 〉
vecteur ligne,

〈 〉 ≡ {}T,

Abréviations

EHD élasto-hydro-dynamique,

EDPs équations aux dérivées partielles,

RMS moyenne quadratique des écarts du profil de rugosité par rapport à la ligne moyenne de rugosité
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Selon la normalisation française (NF E 05-515), les
défauts ou les irrégularités géométriques de surface se
classent conventionnellement sous six numéros d’ordre, à
savoir :

1. Défauts de forme et de position qui sont imputables
à un manque de rectitude, à une ovalisation ou à un
manque de cylindricité. Leur amplitude varie de 2,5
à plus de 100 microns et leur période est de plusieurs
ordres de grandeur plus grande que leur amplitude ;

2. défauts d’ondulation (défauts macroscopiques)
possédant généralement un caractère périodique dû
essentiellement à des vibrations de basses fréquences
de la pièce et/ou de l’outil générateur. La période de
ces défauts est de quelques ordres de grandeur plus
grande que leur amplitude, soit de 0,1 à 50 microns ;

3. stries, sillons qui sont des défauts périodiques ou
pseudo-périodiques ;

4. défauts localisés (échelle microscopique) : arrache-
ment, marque d’outil, etc. : ce type de défaut a un
caractère apériodique ;

5. structure cristalline (échelle mésoscopique) ;
6. réseau cristallin (échelle nanoscopique).

Les défauts des 3e et 4e ordres, qui sont intéressants
du point de vue tribologique, sont désignés par le terme
général de rugosités. Il convient de préciser que le pro-
fil d’une surface mesuré à l’aide d’un profilographe est le
résultat de la superposition des défauts de forme, d’ondu-
lation et de rugosité.

Les amplitudes de rugosités peuvent varier de 0,01 mi-
crons ou moins pour les surfaces polies à 25 microns
pour les surfaces usinées par des procédés convention-
nels. Dans les systèmes mécaniques lubrifiés en régime
hydrodynamique ou élasto-hydrodynamique (EHD) tels
que les paliers, les butées, les engrenages et les roulements,
l’épaisseur du film lubrifiant h est censée d’une part être
plus grande que la hauteur des aspérités et d’autre part
elle doit être très faible devant la longueur d’onde de
la rugosité (rugosité de Reynolds) ; c’est-à-dire h � λ.
Dans ces conditions, l’équation de Reynolds peut être ap-
pliquée pour décrire le comportement hydrodynamique
des contacts rugueux.

Plusieurs théories ont été proposées dans la littérature
pour l’étude des effets des rugosités de surface sur les
performances des contacts hydrodynamiques, à savoir les
méthodes stochastiques et les méthodes déterministes.
Par comparaison aux modèles stochastiques, les modèles
déterministes permettent de prendre en compte de
manière plus réaliste la texture et la microtopographie
des surfaces dans les études de simulation.

1.1 Méthode stochastique

Le concept stochastique a été introduit pour la
première fois par Tzeng et Saibel [2] en 1967 pour l’étude
de l’influence d’une rugosité transversale sur les perfor-
mances d’un patin incliné bidimensionnel.

En 1969, la théorie stochastique développée par
Christensen [3] pour la lubrification hydrodynamique des

surfaces rugueuses a été étendue au cas des paliers poreux
par Prakash et Tiwari [4].

En 1971, Christensen et Tonder [5] développent
l’équation moyennée pour analyser la répartition de la
pression en présence de rugosités unidirectionnelles. Dans
cette équation, ils introduisent le facteur de correction
provenant de la théorie stochastique pour tenir compte
des effets de la rugosité dans les patins.

En 1973, Elrod [6] a utilisé une approche stochastique
pour mettre en évidence les effets des paramètres statis-
tiques sur les caractéristiques d’un écoulement newtonien
en film mince en prenant en compte les défauts de rugo-
sité.

En 1978, Patir et Cheng [7] proposent une équation
de Reynolds moyennée dans laquelle plusieurs facteurs de
correction de débit sont introduits pour tenir compte des
effets de la rugosité dans les 3 dimensions.

En 1997, Boedo et Booker [8] utilisent la méthode des
éléments finis pour l’analyse des performances d’un palier
avec une rugosité isotrope et ses effets sur la déformation
élastique du palier. Dans cette étude, le fluide est supposé
newtonien. En 2001, Wang et Keith [9] ont utilisé l’algo-
rithme de cavitation universel développé par Elrod [10] en
1981 puis par Vijayaraghavan et Keith [11] pour analyser
les effets de la rugosité ainsi que les effets non newtoniens
sur le comportement de paliers dynamiquement chargés.
Trois types de rugosité ont été étudiés : longitudinale,
axiale et isotrope.

Récemment, Naduvinamani et al. [12] ont étudié
l’effet de l’obliquité (skewness) de la rugosité sur les
performances hydrodynamiques d’un patin échelon de
Rayleigh poreux utilisant un fluide à couple de contrainte
comme lubrifiant. Ils ont montré que pour une inclinaison
négative de la rugosité, la capacité de charge du contact
augmente tandis que le coefficient de frottement diminue.
Cependant, la tendance inverse est observée pour une in-
clinaison positive.

1.2 Méthode déterministe

Ce type d’analyse est basé sur une résolution
numérique directe de l’équation de Reynolds et une des-
cription de profils de surfaces simplifiées, en prenant par
exemple un profil modélisé par une fonction périodique
ou des profils réels (Fig. 1).

Il n’est plus nécessaire de connâıtre les paramètres sta-
tistiques relatifs au type de rugosité. Au lieu de considérer
des facteurs de flux dans l’équation de Reynolds, on l’uti-
lise sous la forme classique. C’est dans l’équation de
l’épaisseur du film où sont prises en compte les rugosités.

En 1992, Kweh et al. [13] se sont intéressés au cas
d’un contact lourdement chargé en introduisant une rugo-
sité transverse sinusöıdale tridimensionnelle. Greenwood
et al. [14] traitent le problème inverse ; c’est-à-dire la
rugosité de la surface est recherchée à partir des varia-
tions sinusöıdales de la pression.

La reproduction de la rugosité de la surface revient
à regarder les variations de la pression et ne prendre
en compte que les petites variations : les composantes
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Fig. 1. Topographie réelle d’une surface d’acier abrasée unidirectionnellement.

de basses fréquences (l’ondulation) d’une rugosité de
surface sont très aplaties alors que les composantes de
hautes fréquences (rugosité) sont encore présentes après
déformation.

En 1997, Zhu et al. [15] ont utilisé un relevé tridimen-
sionnel de rugosité de surface pour étudier un contact
ponctuel. Ils montrent que le pic de pression est une va-
riable locale qui dépend largement des aspérités et de leurs
pentes (obliquités).

L’approche déterministe permet de prendre en compte
la variance la plus réaliste des rugosités. Les travaux ef-
fectués avec ce type d’approche sont basés sur l’applica-
tion de l’équation de Reynolds et montrent qu’une des-
cription précise de la rugosité est une donnée importante.
Elle permet d’obtenir des informations locales telles que
les variations rapides locales de la pression.

Cependant, l’approche déterministe nécessite un es-
pace mémoire important et de grands efforts de calcul
car il faut raffiner au maximum le maillage pour pouvoir
décrire les plus petites ondulations de la rugosité.

Récemment, Dobrica et al. [16] ont étudié l’influence
de la pression spécifique sur les performances d’un pa-
lier à arc partiel rugueux de faibles dimensions dont la
surface projetée est de 3 cm2 fonctionnant en régime
de lubrification mixte. Pour prendre en considération les
effets des différentes formes de rugosités (anisotropes,
transversales et longitudinales), ces auteurs ont utilisé
deux approches, à savoir : l’approche stochastique pro-
posée par Patir et Cheng [7] basée sur la résolution
d’une équation de Reynolds moyennée par la méthode
des volumes finis et l’approche déterministe basée sur
la résolution de l’équation de Reynolds classique au
moyen de la même méthode, i.e. les volumes finis. Dans
cette excellente étude, l’arbre tournant à une faible vi-
tesse de rotation est supposé rigide et parfaitement
lisse tandis que la surface du patin contiguë au film
présente des rugosités gaussiennes isotropes ou orientées

générées numériquement dont la rugosité RMS ou Rq =
0,4 micron. Ils ont montré que :

• l’orientation de la rugosité de surface affecte les perfor-
mances du palier tels que l’épaisseur minimale du film,
l’angle de calage et les couples de frottement calculés
sur l’arbre et le patin ;

• par comparaison au cas lisse, l’effet de la rugosité trans-
versale est le plus important conduisant à une augmen-
tation importante de l’épaisseur minimale du film et du
couple de frottement sur l’arbre ;

• la rugosité longitudinale n’affecte que le couple de frot-
tement.

À partir d’une comparaison des résultats obtenus par les
deux approches déterministe et stochastique pour les trois
formes de rugosités considérées, ils ont aussi montré que
l’approche stochastique donne une bonne prédiction de
l’épaisseur minimale du film et une mauvaise estimation
(sous-estimation) des couples de frottement.

Plus récemment, les mêmes auteurs [17] ont développé
une nouvelle approche élasto-hydrodynamique (EHD)
pour l’étude du comportement des paliers à arc partiel
rugueux fonctionnant en régime de lubrification mixte.
Dans cette approche, l’arbre est supposé rigide et lisse
tournant à de faibles vitesses tandis que le patin est ru-
gueux et compliant dont le comportement est élastique
parfaitement plastique (EPP).

1.3 Méthode d’homogénéisation

La méthode d’homogénéisation ou de moyennisation
est une théorie mathématique qui inclut l’étude des
équations aux dérivées partielles à coefficients à oscilla-
tion rapide [18]. Depuis quelques décennies, cette méthode
a été utilisée avec succès pour le traitement des problèmes
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ayant trait, par exemple, à l’élasticité des milieux ani-
sotropes tels que les matériaux composites [19, 20]. En
revanche, cette méthode n’est pas fréquemment utilisée
dans le domaine de la tribologie. Récemment, plusieurs
auteurs se sont intéressés à l’application du concept
d’homogénéisation dans les études de simulation des
problèmes de lubrification par fluides compressibles et in-
compressibles dont le comportement peut être newtonien
ou non newtonien [21–29].

L’approche d’homogénéisation consiste à réécrire le
problème posé en deux autres :

• Un problème local gouverné par 3 équations aux
dérivées partielles du second ordre dont les inconnues
sont les fonctions périodiques locales ;

• Un problème homogénéisé régi par une équation aux
dérivées partielles dont l’inconnue est la pression ho-
mogénéisée supposée nulle sur la frontière du domaine
global.

La difficulté majeure de cette technique réside dans le
découplage des deux problèmes à partir du problème glo-
bal. Les coefficients du problème homogénéisé dépendent
de la solution locale et ne peuvent être calculés qu’après
traitement du problème local.

Par comparaison à la méthode déterministe décrite
précédemment, la technique d’homogénéisation ne
nécessite pas un maillage très fin pour prendre en compte
l’effet de la rugosité car cette dernière est prise en compte
pendant la résolution des problèmes locaux. Cependant,
cette technique ne permet pas d’utiliser comme données
les topographies de surfaces réelles mesurées suivant les
3 directions de l’espace.

À partir de la recherche bibliographique effectuée
sur les différentes méthodes d’analyse, il ressort que la
méthode d’homogénéisation s’avère être une alternative
intéressante à la méthode déterministe spécifiquement
dans le cas de rugosités périodiques car elle ne nécessite
qu’une allocation mémoire réduite. De plus, elle présente
des résultats plus réalistes comparés à ceux issus des ap-
proches stochastiques.

Dans le présent travail, nous appliquons la méthode
d’homogénéisation pour l’analyse théorique des effets
combinés des différentes formes de rugosités de sur-
face (longitudinales, transversales et anisotropes) ainsi
que la rhéologie du lubrifiant sur les performances hy-
drodynamiques d’un contact rugueux (patin incliné de
Mitchell), à savoir : la capacité de charge, le nombre
de frottement, la puissance dissipée et le débit de fuite.
La surface du patin contiguë au film est supposée fixe
et rugueuse tandis que la surface inférieure mobile (la
glissière) est parfaitement lisse. Le patin est lubrifié à
l’aide d’une huile minérale additivée dont le comporte-
ment rhéologique est non newtonien. Le modèle de fluide
polaire ou à couple de contrainte de V.K. Stokes [30]
est adopté pour décrire le comportement du lubrifiant
s’écoulant entre les deux surfaces du contact. Ce type
de fluide est caractérisé par deux constantes physiques
qui sont la viscosité dynamique du lubrifiant (μ) et
une deuxième caractéristique responsable du couple de

contrainte dans le fluide (η). Les effets de la rhéologie ou
des couples de contrainte sur le comportement du patin
seront étudiés en définissant le paramètre de couple de
contrainte (� =

√
η/μ) qui représente physiquement la

longueur de la châıne moléculaire des additifs incorporés
à l’huile de base tels que les polymères améliorant l’in-
dice de viscosité. À cause de sa simplicité mathématique,
le modèle de fluide à couple de contrainte a été largement
utilisé dans les études de simulation en lubrification hy-
drodynamique, hydrostatique, élasto-hydrodynamique et
thermo-élasto-hydrodynamique [31–42].

2 Équations de base de la lubrification
hydrodynamique par fluide polaire

2.1 Équations de mouvement d’un fluide polaire

En se basant sur la théorie des milieux continus de
V.K. Stokes [30], les équations générales de mouvement
d’un fluide incompressible à couple de contraintes (fluide
polaire) dans le cas où les forces et les couples de volume
sont négligées s’écrivent :

ρ
D�V

Dt
= −�∇p + μ�∇2�V − η�∇4�V (1)

�∇ · �V = 0 (2)

où μ et η sont respectivement la viscosité dynamique et la
constante physique du fluide due à la présence des couples
de contraintes.

En utilisant les hypothèses de la lubrification hydrody-
namique établies pour ce type d’écoulement, les équations
de mouvement de Stokes et l’équation de continuité
s’écrivent en coordonnées cartésiennes comme suit [31] :

∂p

∂xi
= μ

∂2ui

∂x2
3

− η
∂4ui

∂x4
3

; i = 1, 2 (3a)

∂p

∂x3
= 0 (3b)

∂uj

∂xj
= 0 ; j = 1, 2, 3 (4)

2.2 Expressions des vitesses de l’écoulement
et de l’équation de Reynolds modifiée

L’intégration des équations (3) et l’utilisation des
conditions limites liées au non glissement des particules
de fluide et à l’annulation des couples de contraintes
au niveau des parois permet d’exprimer les vitesses de
l’écoulement d’un fluide polaire par [31] :⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

u1 = U x3
h + 1

2μ
∂p
∂x1

(
x3 (x3 − h) + 2�2

×
(

1 − cosh( 2x3−h
2� )

cosh( h
2� )

))

u2 = 1
2μ

∂p
∂x2

(
x3 (x3 − h) + 2�2

(
1 − cosh( 2x3−h

2� )
cosh( h

2� )

))
(5)
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Fig. 2. Schéma du patin incliné rugueux.

où � =
√

η/μ est le paramètre du couple de contrainte
qui représente physiquement la longueur de la châıne
moléculaire des additifs (dopes) incorporés.

Sachant que u3 (x1, x2, 0) = u3 (x1, x2, h) = 0, la sub-
stitution des équations de la vitesse (5) dans l’équation de
continuité (4) permet de dériver l’équation de Reynolds
modifiée :

�∇ ·
(
G (h, �) �∇p

)
= Λ

∂h

∂x1
sur D = (0, L) × (0, B) (6)

où

G (h, �) = h3 − 12�2h + 24�3 tanh
(

h

2�

)
(7)

et
Λ = 6μU

L’équation (6) décrit le comportement d’un fluide polaire
non newtonien en régime d’écoulement stationnaire, iso-
therme et laminaire. Le champ de pression doit satisfaire
à l’équation (6) et à la condition limite de Dirichlet sui-
vante :

p = 0 sur ∂D (8)

2.3 Équation géométrique du film

La figure 2 représente schématiquement un patin
incliné de Mitchell où seule la surface du patin fixe
contiguë au film est rugueuse. Dans ces conditions,
l’épaisseur du film s’exprime par :

h (x1, x2) = h0 + h1 (9)

où :

h0 = (hmin − hmax)
x1

L
+ hmax tel que 0 ≤ x1 ≤ L (10)

et h1 représente l’amplitude des rugosités mesurées par
rapport au niveau moyen.

L’équation (10) donne l’épaisseur nominale du film
définie comme la distance entre la glissière et le niveau
moyen de la surface du patin.

3 Performances hydrodynamiques du contact

La détermination de la répartition de la pression dans
le film lubrifiant p pour une valeur du rapport r =
hmax/hmin > 1 permet de déterminer les performances
statiques du contact suivantes.

3.1 Portance hydrodynamique

La portance de l’écoulement est obtenue en intégrant
le champ de pression hydrodynamique p sur la surface du
patin :

W =
∫ L

0

∫ B

0

p (x1, x2)dx2dx1 (11)

3.2 Force de frottement

L’intégration des contraintes de cisaillement à la sur-
face de la glissière permet de calculer la force de frotte-
ment :

F =
∫ L

0

∫ B

0

(
μ

[
∂u1

∂x3

]
x3=0

− η

[
∂3u1

∂x3
3

]
x3=0

)
dx2dx1

= −
L∫

0

B∫
0

(
μ

U

h
+

h

2
∂p

∂x1

)
dx2dx1 (12)

3.3 Nombre de frottement

Le nombre de frottement est défini par :

Cf =
|F |
W

(13)

3.4 Vitesses moyennes de l’écoulement et débit
de fuite

Les vitesses moyennes de l’écoulement et le débit de
fuite moyen du patin sont calculés par :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ū1 (x1, x2) = 1
h

h∫
0

u1 (x1, x2, x3)dx3 = U
2 − G(h,�)

12μh
∂p
∂x1

ū2 (x1, x2) = 1
h

h∫
0

u2 (x1, x2, x3)dx3 = −G(h,�)
12μh

∂p
∂x2

(14)

Q̄ =
∣∣Q̄0

∣∣+ ∣∣Q̄B

∣∣ (15)

où

Q̄0 =

L∫
0

[hū2]x3=0 dx1 et Q̄B =

L∫
0

[hū2]x3=Bdx1 (16)

Q̄0 et Q̄B étant les débits de fuite moyens aux extrémités
libres du patin.
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Tableau 1. Expressions des différentes rugosités en coordonnées globales (macroscopiques).

Types de rugosités Expressions de h1 rms =

√
1

LB

B∫
0

L∫
0

h2
1 (x1, x2) dx1dx2

h1 = α sin
(

2πnpx1
L

)
= α sin

(
2πx1
λx1

)
Rugosités transversales rms = α

√
2/2

où λx1 = L
np

= εL et ε = 1/np

h1 = α sin
(

2πnpx2
B

)
= α sin

(
2πx2
λx2

)
Rugosités longitudinales rms = α

√
2/2

où λx2 = B
np

= ε B

Rugosités anisotropes h1 = α sin
(
2πnp

(
x1
L

+ x2
B

))
= α sin

(
2π
(

x1
λx1

+ x2
λx2

))
rms = α

√
2/2

3.5 Puissance dissipée

La puissance dissipée peut être calculée à partir
de l’intégration de la fonction de dissipation visqueuse
Φ [31] :

P =

L∫
0

B∫
0

h∫
0

Φ (x1, x2, x3) dx3dx2dx1 (17)

où

Φ = μ

[(
∂u1

∂x3

)2

+
(

∂u2

∂x3

)2

−�2

(
∂u1

∂x3

∂3u1

∂x3
3

+
∂u2

∂x3

∂3u2

∂x3
3

)]
(18)

Lorsque � tend vers zéro (cas newtonien), l’équation (18)
se réduit à :

Φ = μ

[(
∂u1

∂x3

)2

+
(

∂u2

∂x3

)2
]

(19)

La puissance dissipée totale P comprend deux termes cor-
respondant aux effets de Hagen-Poiseuille et de Couette
qui s’expriment comme suit :

PHagen-Poiseuille =

L∫
0

B∫
0

G (h, �)
12μ

[(
∂p

∂x1

)2

+
(

∂p

∂x2

)2
]

dx2dx1 (20)

PCouette =

L∫
0

B∫
0

μU2

h
dx2dx1 (21)

4 Formulation mathématique et méthodes
de résolution du problème de lubrification
hydrodynamique des contacts rugueux

4.1 Méthode déterministe

Cette méthode est basée sur une description de profils
de surfaces simplifiée, en prenant par exemple un profil

modélisé par une fonction périodique ou des profils réels
(textures ou microtopographies des surfaces).

Dans cette méthode, l’équation de Reynolds mo-
difiée (6) prend la forme suivante :

�∇ ·
(
G (hε, �) �∇pε

)
= Λ

∂hε

∂x1
sur D = (0, L) × (0, B)

(22)
où

hε (x1, x2) = h0 (x1, x2) + h1 (x1/ε, x2/ε) , ε > 0 (23)

La pression déterministe pε doit satisfaire à l’équa-
tion (22) et à la condition de Dirichlet suivante :

pε = 0 sur la frontière ∂D (24)

Dans l’équation (23), h1 est une fonction périodique qui
peut prendre, selon la forme des rugosités considérée, les
expressions mathématiques indiquées dans le tableau 1.

Les trois formes de rugosités étudiées sont illustrées
sur la figure 3.

L’équation (22) dont l’inconnue est la pression
déterministe pε n’admet pas de solution analytique, il
est donc nécessaire d’utiliser les méthodes de résolution
numériques.

La discrétisation de l’équation (22) par la méthode des
différences finies centrées conduit au système d’équations
algébriques suivant :

aijpεi+1,j +bijpεi−1,j + cijpεi,j+1 +dijpεi,j−1−eijpεij = fij

(25)
où

aij =
Gij

Δx2
1

+ 1
2

(
∂G
∂x1

)
ij

Δx1
; bij = Gij

Δx2
1
− 1

2

(
∂G
∂x1

)
ij

Δx1
;

cij =
Gij

Δx2
2

+ 1
2

(
∂G
∂x2

)
ij

Δx2
; dij = Gij

Δx2
2
− 1

2

(
∂G
∂x2

)
ij

Δx2
;

eij = 2Gij

(
1

Δx2
1

+
1

Δx2
2

)
; fij = Λ

(
∂h

∂x1

)
ij

où Δxi sont respectivement les pas du maillage suivant
les directions xi.
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(a)

(b)

(c)

Fig. 3. Formes de rugosités étudiées. (a) Rugosités transversales. (b) Rugosités longitudinales. (c) Rugosités anisotropes.
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Tableau 2. Expressions des différentes rugosités en coordonnées locales (microscopiques).

Types de rugosités Expressions de h1 rms =

√
1

|Y |
1∫
0

1∫
0

h2
1 (y1, y2) dy1dy2

Rugosités transversales h1 = α sin (2πy1) rms = α
√

2/2

Rugosités longitudinales h1 = α sin (2πy2) rms = α
√

2/2

Rugosités anisotropes h1 = α sin (2π (y1 + y2)) rms = α
√

2/2

Pour résoudre le système (25), il convient d’uti-
liser soit la méthode itérative de Gauss-Seidel avec
facteur de sur-relaxation ou la méthode du gradient
conjugué [32, 33].

4.2 Méthode d’homogénéisation

Le principe de cette méthode consiste à réécrire le
problème de la lubrification des contacts rugueux en deux
autres, à savoir : un problème local et un problème ho-
mogénéisé gouvernés par quatre équations aux dérivées
partielles du second ordre.

Pour homogénéiser l’équation de Reynolds mo-
difiée (6), on introduit la notion de coordonnées locales
(y1, y2) = (x1/ε, x2/ε) tel que (y1, y2) ∈ Y = (0, 1) ×
(0, 1). L’équation géométrique (9) s’écrit alors :

h (x1, x2, y1, y2) = h0 (x1, x2) + h1 (y1, y2) (26)

Les expressions de h1 en fonction des coordonnées locales
sont reportées dans le tableau 2.

Le développement asymptotique de la pression permet
d’écrire :

p (x1, x2, y1, y2) = p0 (x1, x2) + ε p1 (x1, x2, y1, y2)

+ ε2p2 (x1, x2, y1, y2) + . . . (27)

où p1 et p2 sont des fonctions périodiques par rapport aux
variables (y1, y2).

Nous utilisons la règle de différenciation suivante :

�∇ (◦) = �∇x (◦) + ε−1�∇y (◦) (28)

En limitant le développement de la pression p à l’ordre
un et après identification par rapport à εj(j = 0, −1, 1),
nous trouvons les équations suivantes :

�∇x ·
(
G (h, �)

(
�∇xp0 + �∇yp1

))
= Λ

∂h

∂x1

− �∇y ·
(
G (h, �) �∇xp1

)
(29)

�∇y ·
(
G (h, �) �∇yp1

)
= Λ

∂h

∂y1
− �∇y ·

(
G (h, �) �∇xp0

)
(30)

�∇x ·
(
G (h, �) �∇xp1

)
= 0 (31)

Pour découpler les équations (29) à (31), nous po-
sons [24] :

p1 (x1, x2, y1, y2) = v1 (x1, x2, y1, y2)
∂p0

∂x1

+ v2 (x1, x2, y1, y2)
∂p0

∂x2

+ v3 (x1, x2, y1, y2) (32)

où v1, v2 et v3 sont des fonctions périodiques.
En remplaçant l’équation (32) dans l’équation (30)

et après identification, nous trouvons les équations
différentielles suivantes :

�∇y ·
(
G (h, �) �∇yv1

)
= − ∂G

∂y1
sur Y (33)

�∇y ·
(
G (h, �) �∇yv2

)
= − ∂G

∂y2
sur Y (34)

�∇y ·
(
G (h, �) �∇yv3

)
= Λ

∂h

∂y1
sur Y (35)

où Y = (0, 1) × (0, 1) est la cellule unitaire.
L’intégration de l’équation (29) sur la cellule Y

conduit à :

�∇x ·
(
A (x ) �∇p0

)
= �∇x · θ (x ) (36)

avec :

A =
[

a11 (x1, x2) a12 (x1, x2)
a21 (x1, x2) a22 (x1, x2)

]
et θ =

{
θ1 (x1, x2)
θ2 (x1, x2)

}
Les coefficients aij et θi sont définis par

a11 =
∫
Y

G

(
1 +

∂v1

∂y1

)
dY ; a12 =

∫
Y

G
∂v2

∂y1
dY ;

a21 =
∫
Y

G
∂v1

∂y2
dY ; a22 =

∫
Y

G

(
1 +

∂v2

∂y2

)
dY (37)

θ1 =
∫
Y

(
Λh − G

∂v3

∂y1

)
dY ; θ2 = −

∫
Y

G
∂v3

∂y2
dY

avec dY = dy1dy2

La pression homogénéisée p0 doit satisfaire à
l’équation (36) et à la condition de Dirichlet :

p0 = 0 sur la frontière ∂D (38)
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Tableau 3. Caractéristiques géométriques et conditions de fonctionnement du patin.

Paramètres Symboles Valeurs Unités
Longueur du patin L 0,10 m
Largeur du patin B 0,10 m

Épaisseur minimale du film lubrifiant à la sortie du contact hmin 4. × 10−6 m

Épaisseur maximale du film lubrifiant à l’entrée du contact hmax 8. × 10−6 m
Amplitude des rugosités α 0,0 (Cas lisse) m

1. × 10−6

Écart quadratique moyen des rugosités RMS
√

2/2 × 10−6 m
Vitesse de déplacement de la glissière U 1. m.s−1

Viscosité dynamique du fluide lubrifiant
(huile industrielle ISO VG 32) μ 30. × 10−3 Pa.s
Constante physique du fluide responsable du couple de contrainte
du couple de contrainte η 0,0 (Cas newtonien) N.s

0,48 × 10−4

4,32 × 10−3

Tableau 4. Caractéristiques des maillages par différences finies.

Méthodes d’analyse EDPs gouvernant le problème Nombre de mailles

Déterministe Équation de Reynolds (Éq. (22)) 600 × 600

Homogénéisation Équations locales (Éqs. (33), (34) et (35)) 40 × 40

Équation globale (Éq. (36)) 80 × 80

L’algorithme de la méthode d’homogénéisation comprend
les étapes suivantes :
Étape 1 : résolution par la méthode des différences

finies du problème local gouverné par le
système d’équations (33), (34) et (35) dont
les inconnues sont les fonctions périodiques
v1 (x,y) , v2 (x,y) et v3 (x,y) ;

Étape 2 : calcul des coefficients aij (x ) et θi (x ) ; i, j =
1, 2 ;

Étape 3 : résolution par la méthode des différences fi-
nies du problème global régi par l’équation ho-
mogénéisée (36) dont l’inconnue est la pression
homogénéisée p0.

Il est utile de noter que les étapes 1 et 2 de l’algo-
rithme d’homogénéisation s’appliquent à chaque point x
du domaine global (D).

5 Résultats numériques et discussion

Dans ce paragraphe, nous allons comparer les so-
lutions obtenues par les deux méthodes d’analyse
déterministe et d’homogénéisation développées pré-
cédemment et étudier en utilisant la méthode d’ho-
mogénéisation les effets non newtoniens du lubrifiant et
des différentes formes de rugosités de surfaces sur les
performances hydrodynamiques du contact, à savoir : la
pression, la capacité de charge, la puissance dissipée, le
nombre de frottement et le débit de fuite. Les données de
cette étude sont reportées dans le tableau 3.

5.1 Comparaison entre les solutions déterministes
et homogénéisées

Deux programmes de calcul ont été élaborés pour
simuler le comportement du patin utilisant un fluide

polaire comme lubrifiant en se basant sur le concept des
deux méthodes d’analyse tridimensionnelles développées.
Les solutions déterministes et homogénéisées, pε et p0,
sont comparées dans le cas newtonien pour différentes
formes ou modèles de rugosités qui peuvent être trans-
versales, longitudinales et anisotropes, ainsi que pour
diverses valeurs de l’amplitude relative de rugosité
(α̃ = 0,0, 0,025, 0,25) et du paramètre ε qui correspond
à l’inverse du nombre de périodes ou de rugosités dont les
valeurs sont np = 5, 10 et 40. Notons que la valeur nulle
de α correspond au cas du patin parfaitement lisse.

Tous les calculs sont effectués pour une valeur du rap-
port r égale à 2. Les caractéristiques de maillages uti-
lisés pour la discrétisation spatiale par la méthode des
différences finies centrées des différentes équations aux
dérivées partielles (22, 33, 34, 35 et 36) sont indiquées
dans le tableau 4.

Les figures 4 et 5 représentent les répartitions de pres-
sion hydrodynamique obtenues dans le cas du patin lisse
et du patin rugueux. D’après ces figures, nous observons
nettement que les solutions obtenues dans le cas lisse sont
confondues ce qui permet de valider le programme de cal-
cul basé sur l’homogénéisation de l’équation de Reynolds.
Dans le cas rugueux, nous remarquons que la solution
déterministe obtenue pour une amplitude de rugosité re-
lativement faible converge vers la solution homogénéisée
et ce pour les trois formes de rugosités considérées. Cepen-
dant, la convergence de la solution déterministe ne peut
être obtenue pour les formes de rugosités transversales et
anisotropes que pour un nombre important de rugosités ;
c’est-à-dire lorsque ε → 0. Il est à noter que les rugo-
sités longitudinales n’ont pas d’effets sur la convergence
de la solution déterministe vers la solution homogénéisée
du fait que ces défauts sont orientés dans le même sens
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a) Solution homogénéisée, p0     b) Solution déterministe, pε 
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Fig. 4. Répartitions des pressions homogénéisée et déterministe dans le cas du patin lisse (α = 0,0, r = 2, � = 0).
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a) 2,025.0~ == rα      b) 2,25.0~ == rα
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Fig. 5. Comparaison des solutions homogénéisées et déterministes pour les différentes formes de rugosités (patin rugueux).
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Tableau 5. Comparaison en temps CPU des méthodes déterministes et d’homogénéisation (Processeur Intel Pentium 1,66 GHz,
RAM 503 MB).

Modèles de rugosités

Méthodes Cas lisse Transversales Longitudinales Anisotropes

d’analyse (α̃ = 0) (ε = 1/40, α̃ = 1/4) (ε = 1/40, α̃ = 1/4) (ε = 1/40, α̃ = 1/4)

Déterministe 44,85 s 56,53 s 53,23 s 56,0 s

Homogénéisation 382,98 s 487,52 s 425,9 s 476,35 s
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Fig. 6. Représentation des lignes de courant de l’écoulement
calculées par la technique d’homogénéisation dans le cas des
rugosités longitudinales (α̃ = 0,25, r = 2).

que celui de l’écoulement du lubrifiant comme l’illustre la
figure 6.

La figure 7 illustre que lorsque le nombre de périodes
ou de rugosités augmente l’écart relatif entre les por-
tances hydrodynamiques déterministes et homogénéisées
δW̃ =

∫
D

|p0 − pε| dx1dx2/
∫
D

p0dx1dx2 diminue pour les

trois formes de rugosités considérées. Cette diminution
est plus rapide dans le cas des rugosités longitudinales.

Sur la base de ces résultats, nous pouvons conclure
que pour des amplitudes de rugosités relativement faibles
et un nombre important de rugosités, la technique d’ho-
mogénéisation, de mise en œuvre simple, est efficace du
point de vue espace mémoire quelle que soit la forme
de rugosité considérée. Néanmoins, l’application de cette
technique n’est possible que si la distribution des ru-
gosités sur la surface de contact est périodique. Ces
constatations sont en bonne concordance avec celles de
Kane et Bou-Säıd [26].

Dans le tableau 5, nous comparons les temps
CPU exprimés en secondes des calculs effectués pour
la détermination des solutions déterministes et ho-
mogénéisées sur un PC doté d’un processeur de fréquence
1,66 GHz. Nous remarquons que le temps de calcul néc-
essaire pour la convergence de la solution homogénéisée

est plus important que celui de la solution déterministe
aussi bien dans le cas lisse que rugueux. Cela s’explique
par le fait que la résolution du problème homogénéisé
nécessite le calcul de nombreuses intégrales et ce pour
chaque point du domaine global. Une étude de sensibilité
des maillages est alors nécessaire afin de déterminer les
tailles optimales des différents maillages.

5.2 Effets des rugosités de surface et des couples
de contrainte sur les performances
hydrodynamiques du patin

La figure 8 représente les évolutions des performances
hydrodynamiques du contact en fonction de l’amplitude
relative des rugosités pour les différentes formes de ru-
gosité représentées sur la figure 3. Les calculs ont été ef-
fectués par la méthode d’homogénéisation pour trois va-
leurs du paramètre de couple de contrainte adimensionné,
à savoir �̃ = 0., 0,1 et 0,3. Nous observons que pour les ru-
gosités transversales et anisotropes, la pression maximale,
la portance, la puissance dissipée et le nombre de frot-
tement sont sensiblement influencés par l’amplitude des
rugosités aussi bien pour le cas newtonien que non new-
tonien. Cependant, ces paramètres ne sont pas affectés de
façon significative par l’amplitude dans le cas des rugo-
sités longitudinales. Les résultats obtenus montrent aussi
que l’amplitude des rugosités n’a pas d’effet appréciable
sur le débit de fuite quelle que soit la forme de rugosité. Il
est intéressant de souligner que pour une même valeur de
l’amplitude, la pression maximale et la portance hydrody-
namique calculées dans le cas des rugosités transversales
sont nettement supérieures à celles obtenues avec les rugo-
sités anisotropes et longitudinales. Le tableau 6 donne une
quantification des effets des différentes rugosités sur les
performances du patin. Les valeurs de ces performances
correspondent à deux valeurs de l’amplitude relative de
la rugosité α̃ = 0. (cas lisse) et α̃ = 0,25 obtenues dans le
cas newtonien �̃ = 0. et non newtonien �̃ = 0,3.

La figure 9 montre les variations des performances hy-
drodynamiques en fonction du rapport r pour trois va-
leurs du paramètre de couple de contrainte adimensionné
�̃ = 0., 0,1 et 0,3 dans le cas d’un patin lisse et d’un pa-
tin rugueux. Notons que l’épaisseur minimale du film à la
sortie du contact est constante et prise égale à 4 microns
pour tous les calculs. La variation du rapport r est donc
obtenue en faisant varier l’épaisseur maximale du film à
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Fig. 7. Evolutions de l’écart relatif entre les capacités de charges déterministes et homogénéisées en fonction du nombre de
périodes pour les trois formes de rugosités.

Tableau 6. Comparaisons des performances hydrodynamiques obtenues dans le cas lisse et rugueux pour deux valeurs du
paramètre de couple de contrainte.

Performances Type de rugosité
�̃ = 0,0 �̃ = 0,3

Valeur Écart Valeur Écart

relatif relatif

(%) (%)

Pression maximale (MPa)

Cas lisse (α̃ = 0,0) 29,5 45,1

Transversale 39,06 +32,4 70,35 +56

Longitudinale 30,00 +1,7 45,00 –0,22

Anisotrope 34,50 +16,9 55,30 +22,62

Portance (kN)

Cas lisse (α̃ = 0,0) 130 192

Transversale 163,0 +25,40 267,4 +39,27

Longitudinale 136,0 +4,61 200,0 +4,20

Anisotrope 148,4 +14,15 229,1 +19,32

Puissance dissipée (W)

Cas lisse (α̃ = 0,0) 54,6 55,8

Transversale 56,2 +2,93 60,0 +7,53

Longitudinale 54,8 +0,37 56,2 +0,72

Anisotrope 55,4 +1,46 57,5 +3,05

Nombre de frottement (-)

Cas lisse (α̃ = 0,0) 0,00042 0,00029

Transversale 0,00034 –19,05 0,00021 –27,60

Longitudinale 0,00040 –4,76 0,00028 –3,45

Anisotrope 0,00037 –11,90 0,00025 –13,79

Débit de fuite (cm3.s−1)

Cas lisse (α̃ = 0,0) 0,098 0,098

Transversale 0,113 +15,31 0,119 +21,43

Longitudinale 0,111 +13,30 0,117 +19,40

Anisotrope 0,114 +16,32 0,121 +23,47

l’entrée du contact de 4 jusqu’à 24 microns. Les résultats
obtenus montrent :

• une augmentation importante de la portance hydro-
dynamique avec le paramètre du couple de contrainte
quelle que soit la valeur de r ; cette augmentation est
plus significative dans le cas des rugosités transversales
et anisotropes ;

• une augmentation de la puissance dissipée avec le pa-
ramètre du couple de contrainte ; cette augmentation

est plus importante dans le cas des rugosités transver-
sales ;

• une diminution du nombre de frottement avec le pa-
ramètre de couple de contrainte quelque soit la valeur
de r.

Ces résultats montrent aussi que les couples de
contrainte dus à la présence des additifs dans le lubrifiant
n’ont pas d’effets appréciables sur le débit de fuite.

Les résultats illustrés dans la figure 10 montrent
que les rugosités transversales permettent d’améliorer la
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Fig. 8. Variations des performances hydrodynamiques du contact en fonction de l’amplitude relative des rugosités pour
différentes valeurs du paramètre de couple de contrainte.
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Fig. 9. Variations des performances hydrodynamiques du contact en fonction du rapport r pour les différentes formes de
rugosités. (a) Patin lisse. (b) Rugosités transversales. (c) Rugosités longitudinales. (d) Rugosités anisotropes.
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capacité de charge du patin et de réduire le nombre de
frottement.

Nous pouvons conclure que la présence des additifs de
viscosité dans les huiles lubrifiantes permet d’améliorer la
capacité de charge du patin et de réduire le frottement
dans le contact surtout pour les additifs de longues
châınes moléculaires.

6 Conclusions

Dans la première partie de ce travail, nous avons
étudié la convergence de la solution déterministe obte-
nue par la résolution numérique directe de l’équation de
Reynolds vers la solution homogénéisée pour les trois
formes de rugosités (transversales, longitudinales et ani-
sotropes). La comparaison des solutions obtenues par les
méthodes déterministe et d’homogénéisation a permis de
conclure que la méthode d’homogénéisation est efficace
du point de vue espace mémoire quelle que soit la forme
de rugosité. En effet, pour des amplitudes relativement
faibles et un nombre important de rugosités, la solu-
tion déterministe pε obtenue par la résolution directe de
l’équation de Reynolds newtonienne ou non newtonienne
tend vers la solution homogénéisée p0 pour les trois formes
de rugosités considérées.

L’étude de l’influence des effets des couples de
contrainte et des rugosités de surface effectuée en utilisant
la méthode d’homogénéisation a conduit aux conclusions
suivantes :

• La présence des rugosités entrâıne une augmenta-
tion du pic de pression surtout dans le cas des rugo-
sités transversales ce qui confirme bien les résultats
obtenus par Dobrica et al. en utilisant les modèles
déterministes et stochastiques [16].

• Pour les rugosités transversales et anisotropes, la pres-
sion maximale, la portance et le nombre de frottement
sont sensiblement influencés par l’amplitude des rugo-
sités aussi bien pour le cas newtonien que non newto-
nien, i.e. polaire. Cependant, ces paramètres ne sont
pas affectés de façon significative par l’amplitude dans
le cas des rugosités longitudinales.

• Pour une même valeur de l’amplitude, la pression
maximale et la portance hydrodynamique calculées
dans le cas des rugosités transversales sont supérieures
à celles obtenues avec les rugosités anisotropes et lon-
gitudinales.

• La portance hydrodynamique augmente de façon im-
portante avec le paramètre du couple de contrainte ;
cette augmentation est plus significative dans le cas
des rugosités transversales et anisotropes.

• Une augmentation de la puissance dissipée avec le pa-
ramètre du couple de contrainte dans le cas lisse et
rugueux.

• Le nombre de frottement diminue avec le paramètre
du couple de contrainte.

• les couples de contrainte dus à la présence des additifs
dans le lubrifiant n’affectent pas de façon significative
le débit de fuite.
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