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Résumé – L’assemblage de certaines pièces métalliques qu’on peut rencontrer dans l’industrie (nucléaire,
spatiale, . . . ), engendre souvent un chemin de fuite qui peut laisser passer un fluide. L’étude suivante a
pour objet la compréhension de la phénoménologie d’un écoulement confiné traversant le voisinage du
point critique et son influence sur le débit de fuite. Ce problème d’étanchéité a été limité aux situations
stationnaires et visqueuses. Le chemin de filtration a été assimilé à un capillaire dont la paroi est maintenue
à la température critique. Une différence de pression a été imposée entre une entrée supercritique et une
sortie subcritique. L’approche phénoménologique a permis de mettre en évidence la présence d’une zone
de transition au passage du point critique. Dans cette région de forte dilatation on a montré l’existence
d’un couplage thermo-dynamique et le rôle joué par la convection thermique qui associe la conduction pour
assurer le transport de chaleur. On montre que la progression du fluide vers l’extérieur est ralentie par un
effet bouchon.

Mots clés : Étanchéités statiques / point critique / débit de fuite / capillaire micrométrique / approche
phénoménologique / couplage thermo-mécanique / dilatation / effet bouchon

Abstract – Static seals of confined flow near critical point. The assembly of metal parts that may
be encountered in industry (nuclear, space, . . . ), creates frequently a path of leakage which can let a fluid
pass. In this following study, we aim at understanding the phenomenology of a confined flow through
the vicinity of critical point and its influence on the leakage rate. This sealing problem was limited to
stationary and viscous situations. The leakage geometry has been assimilated to a capillary tube whose
the wall temperature is fixed at the fluid critical value. A difference of pressure was imposed between
a supercritical inlet and a subcritique outlet. The phenomenological approach has led to highlight the
existence of a transition zone crossing the critical point. In this region of strong expansion, has shown the
existence of a thermo-mechanical coupling and be taken a into account by the thermal convection joined
the conduction to transport heat. It shows that the progression in fluid outwards is slowed by that cap
effect.

Key words: Static sealing / critical point / mass flow / micrometric capillaries / phenomenological ap-
proach / thermo-mechanical coupling / expansion / cap effect

1 Introduction

En industrie chimique, pétrochimique ou nucléaire
certains montages de pièces sont assurés par des rac-
cords. Dans ces montages le contact imparfait entre deux
surfaces rugueuses engendre un espace de filtration à
géométrie complexe. Pour répondre aux interrogations
des industriels sur ce problème d’étanchéité [1] et parti-
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culièrement dans les conditions extrêmes d’exploitation,
une étude a été entreprise dans ce sens. Dans ce qui va
suivre, le chemin de fuite est réduit à un tube capillaire
aux extrémités duquel une différence de pression est im-
posée entre une entrée supercritique et une sortie subcri-
tique. Les données ont été prises de telle sorte que le fluide
soit dominé par la viscosité créant ainsi un écoulement
rampant. Par ailleurs, comme ce travail s’inscrit dans
le cadre des évolutions compressibles traversant le voi-
sinage du point critique [2–4], les propriétés physiques
de la phase gazeuse, de la phase liquide et de la phase
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Nomenclature

cp Chaleur spécifique J.kg−1.K−1

E0 Nombre d’Eckert
f Vecteur force de volume
k Conductivité thermique W.m−1.K−1

L Longueur du capillaire m
p Pression Pa
Pr0 Nombre de Prandtl
Q Débit massique kg.s−1

r Coordonnée radiale m
R Rayon du capillaire m
ReR Nombre de Reynolds
T Température K
U0 Vitesse de Poiseuille m.s−1

V Vecteur de vitesse = uer + vez

z Coordonnée longitudinale m
β Coefficient de dilatation K−1

δx Échelle de la grandeur x
ε Facteur géométrique

η Épaisseur de la couche limite
λ Viscosité volumique kg.m−1.s−1

μ Viscosité dynamique kg.m−1.s−1

ρ Masse volumique kg.m−3

Indice
0 Quantité de référence
c Critique
E Entrée
p Pression constante
r Radiale
S Sortie

supercritique tendent à se confondre dans cette région.
On montre dans cet article que le passage par l’état
critique s’effectue par l’intermédiaire d’une zone de
transition [5] de forte dilatation sous le contrôle d’un
couplage thermo – dynamique mis en évidence par la
modélisation de cette région intérieure. Le mécanisme de
transport de chaleur dans ce tronçon est assuré conjoin-
tement par la conduction thermique (observée au départ
dans la région extérieure amont) et la convection qui de-
vient importante dans ce milieu critique. Sur le plan dy-
namique, la position de la couche limite libre influe sur la
valeur du débit de fuite. Précisément, plus cette zone dila-
table se rapproche de la sortie du conduit plus la quantité
du fluide qui sort à l’extérieur par unité de section dimi-
nue, d’où un effet bouchon.

2 Position du problème

On recherche le comportement d’un fluide dans un mi-
lieu confiné lorsque sur son chemin son état thermodyna-
mique traverse le voisinage du point critique (pc, ρc, Tc)
où certains coefficients de transport divergent [6]. Pour
comprendre les phénomènes essentiels, on écarte les com-
plexités physiques et géométriques en se plaçant dans le
cadre d’hypothèses simplificatrices.

Soit un écoulement s’effectue dans une conduite de
section circulaire de sorte que le problème est axi-
symétrique. Son rayon R dans le sens radial est petit

devant sa longueur L dans la direction longitudinale, de
sorte que le facteur géométrique R/L est très petit de-
vant l’unité et noté ε. Pour cet écoulement qui traverse
une zone de transition très proche du point critique où
les phases liquide, fluide supercritique et gaz sont confon-
dues, la tension superficielle est négligeable. Le fluide en
régime stationnaire et compressible est dominé par la
viscosité (laminaire établi). Ce mouvement est créé par
une différence de pression pE−pS qu’on applique entre
l’entrée (E) et la sortie (S) du capillaire (Fig. 1). Respec-
tivement en amont et en aval, la pression est supérieure
(pE > pc) et inférieure (pS < pc) à la valeur critique. Le
conduit est maintenu à la température critique (Tp = Tc).

Dans ce problème de fuite (Fig. 1) en étanchéité sta-
tique, l’étude du comportement de l’écoulement traver-
sant le voisinage du point critique qui est essentiellement
de nature dynamique [2,4] est traitée ici par une approche
mécanicienne. L’évolution du fluide est donc régie dans ce
cadre par les équations de Navier-Stokes compressibles en
régime stationnaire obéissant à la loi thermodynamique
de Van der Waals (VDW). Sous forme intrinsèque, on a :

∇.ρV = 0
ρ(V .∇)V = −∇p + ∇ [(λ + μ)∇.V ] + ∇.(μ∇V ) + ρf

ρcpV .∇T−∇.(k∇T ) = βTV .∇p+2μ(D :D)+λ(∇.V )2

p =
ρrvT

1 − ρb
− aρ2 (1)

u et v désignent respectivement la composante longitu-
dinale et radiale du champ de vitesse en coordonnées
cylindriques. La viscosité dynamique μ et volumique λ
du fluide dépendent en général de la température et sont
reliées par l’approximation de Stokes :

λ(T ) +
2
3
μ(T ) = 0

Dans le modèle de (VDW) où le caractère singulier du
point critique est correctement décrit, l’approximation de
l’état thermodynamique réel du fluide dans cette région
est jugée qualitativement acceptable dans le cadre d’une
approche d’analyse de grandeurs qui est ici la nôtre.
a, b et rv sont des constantes de la loi d’état (VDW),
fonction des coordonnées thermodynamiques critiques
(pc, Tc, ρc) telles que :

a =
3pc

ρ2
c

b =
1

3ρc
rv =

8pc

3ρcTc

Dans le cas de l’approximation de Van der Waals, le co-
efficient de dilatation isobare β et la capacité calorifique
à pression constante cp ont respectivement pour expres-
sion [5, 6] :

β =
rvρ

p − a(1 − 2bρ)ρ2
(2)

cp = cp0 +
2arv(1 − bρ)ρ2

p − a(1 − 2bρ)ρ2
(3)

avec cp0 la chaleur spécifique d’un gaz parfait.
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Fig. 1. Configuration de l’écoulement de filtration.

La conductivité thermique du fluide est une propriété
qui n’obéit pas à la thermodynamique mais à la physique
statistique. Dans le cadre de cette étude, on choisit une
loi de comportement qui met en évidence la divergence
au passage du voisinage du point critique [6–8] :

k = k0

[
Λ1(T − Tc)
(pc/ρcrv)

+
Λ2(ρ − ρc)

ρc

]−1/2

(4)

avec k0 conductivité thermique d’un gaz parfait. Λ1 et Λ2

sont des constantes adimensionnelles d’ordre unité.
Dans le système (1), les conditions aux limites et de

symétrie (en raison de la géométrie cylindrique du do-
maine d’écoulement) sont définies à partir des données
du problème et des hypothèses. On a :

p(r; 0) = pE > pc p(r; L) = pS < pc

u(R; z) = v(R; z) = 0 T (R; z) = Tc

∂u

∂r
(0; z) =

∂v

∂r
(0; z) = 0

∂T

∂r
(0; z) = 0 (5)

3 Première approche

3.1 Étude phénoménologique

On définit dans le cadre de l’analyse phéno-
ménologique du problème de filtration des variables sans
dimension obtenues par un choix d’échelles approprié,
qu’on écrit sous cette forme :

r

R
= r̄

z

L
= z̄

v

εU0
= v̄

u

U0
= ū

p

pc
= p̄

ρ

ρc
= ρ̄

T

(pc/ρcrv)
= T̄

k

k0
= k̄

cp

cp0

= c̄p
β

β0
= β̄

μ

μ0
= 1

λ

λ0
= 1

tel que : λ0 + 2
3μ0 = 0 (hypothèse de Stokes).

On prend pour U0 l’échelle de vitesse de Poiseuille :

U0 =
pcR

2

4μ0L

Le nombre sans dimension qui compare les effets vis-
queux et les effets dynamiques fait intervenir le facteur
géométrique ε. Il a pour expression :

ReRε =
ρcU0R

2

μ0L
avec : ReR =

ρcU0R

μ0

k0, cp0 , β0, μ0 et λ0 désignent respectivement les échelles
de référence de la conductivité thermique, de la capacité
calorifique à pression constante, du coefficient de dilata-
tion, de la viscosité dynamique et volumique dans le cas
d’un gaz parfait à une température T0 (pour l’hydrogène
on a choisi : T0 = 300 K).

De ces quantités, le nombre de Prandtl Pr0 et l’indice
adiabatique γ0 s’expriment respectivement :

Pr0 =
μ0cp0

k0
= O(1) γ0 =

cp0

cv0

= O(1)

Les coefficients de viscosité dynamique et volumique du
fluide sont considérés constants [9].

En choisissant pour les variations de vitesse U0,
l’échelle de Poiseuille due à une différence de pression
de l’ordre de la pression critique (pc), on considère une
situation de régime établi (où l’échelle de longueur est
très supérieure à la longueur d’établissement L � Le [5])
qui se traduit par la condition sur la donnée suivante :
ReRε � 1.

À titre d’exemple, pour l’hydrogène (pc et ρc coor-
données thermodynamiques critiques réelles) :

pc = 1, 28 × 106 Pa, ρc = 31, 36 kg.m−3, T0 = 300 K,

μ0 = 8,14 × 10−6 kg.m−1.s−1

dans un capillaire de dimensions : L = 0,3 m R = 10−5 m
On obtient : ReRε = 0,017

3.2 Écoulement de base

En se limitant pour le moment aux termes d’ordre
unité, les grandeurs de l’écoulement v̄, ū, p̄, ρ̄ et T̄ sont
recherchées sous la forme de développements écrits de la
sorte :

v̄ = v̄0(r̄; z̄) + o(1) ū = ū0(r̄; z̄) + o(1)

p̄ = p̄0(r̄; z̄) + o(1) T̄ = T̄0(r̄; z̄) + o(1) (6)

ρ̄ = ρ̄0(r̄; z̄) + o(1)
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En reportant ces quantités (6) dans les équations de la dy-
namique, la thermique et le modèle de Van der Waals (1),
on obtient en première approximation (ε → 0,
ReRε → 0) :

1
r̄

∂

∂r̄
(r̄ ρ̄0v̄0) +

∂

∂z̄
(ρ̄0ū0) = 0

− 4
dp̄0

dz̄
+

1
r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂ū0

∂r̄

)
= 0 (7)

1
r̄

∂

∂r̄

(
k̄0r̄

∂T̄0

∂r̄

)
= 0

p̄0 =
3ρ̄0T̄0

3 − ρ̄0
− 3ρ̄2

0

avec les conditions aux limites et de symétrie suivantes :

ū0 (1; z̄) = v̄0 (1; z̄) = 0 T̄0 (1; z̄) =
8
3

p̄0(0) = p̄E p̄0 (1) = p̄S (8)

∂ū0

∂r̄
(0; z̄) = 0

∂T̄0

∂r̄
(0; z̄) = 0

Dans l’équation thermique écrite en (7), on trouve que la
température du fluide suit celle de la paroi du capillaire
au premier ordre (température critique) :

T̄0(r̄; z̄) =
8
3

(9)

À partir du champ de Poiseuille, obtenu par la dynamique
en (7) :

ū0(r̄, z̄) =
dp̄0

dz̄
(r̄2 − 1)

le débit massique s’exprime en fonction du gradient de
pression :

Q̄0 = − ρ̄0

4
dp̄0

dz̄
avec : Q̄0 = Q/ΔQ0

et ΔQ0 = πR4pcρc/4μ0L

De cette forme différentielle ordinaire (en z̄ = 0 ;
ρ̄E(p̄E, T̄0)), on obtient l’évolution de la masse volumique
de l’écoulement de filtration selon la forme inverse sui-
vante :

z̄(ρ̄0) =
1

Q̄0

[
ρ̄3
0

2
− 18

(3 − ρ̄0)
− 6 ln(3 − ρ̄0) + C̄0

]
(10)

avec : C̄0 = C̄0(ρ̄E).
Le débit massique du fluide qui est dû à une différence

de pression p̄E − p̄S entre l’entrée et la sortie du conduit
a pour expression dans ce cas :w

Q̄0 =
ρ̄3
S − ρ̄3

E

2
+

18(ρ̄E − ρ̄S)
(3 − ρ̄S)(3 − ρ̄E)

+ 6 ln
(

3 − ρ̄E

3 − ρ̄S

)
(11)

Par une simple manipulation de l’expression différentielle
du débit (Q̄0 = −(ρ̄0/4)(dp̄0/dz̄)), le champ de pression
dans le capillaire a pour évolution :

p̄0(z̄) =
3

3 − ρ̄0

[
(ρ̄0 − 3)2(ρ̄0 + 3) + 8

]
+ C̄1 (12)

avec : C̄1 = C̄1(ρ̄E).

Bien que la première approximation de Navier Stokes
ne signale aucune singularité au passage du point critique
(z̄ = z̄c à ρ̄0 = 1), les propriétés sans dimension k̄0, β̄0 et
c̄p0 à l’ordre �� un �� divergent à cette échelle [5].

3.3 Perturbation singulière due à la dilatation

L’influence du comportement singulier de ces pro-
priétés physiques sur l’écoulement est recherchée au se-
cond ordre par le développement de ces diverses quantités
du fluide :

v̄ = δv1 v̄1(r̄; z̄) + o(δv1)

ū = ū0(r̄; z̄) + δu1 ū1(r̄; z̄) + o(δu1)

p̄ = p̄0(z̄) + δp1 p̄1(r̄; z̄) + o(δp1) (13)

ρ̄ = ρ̄0(z̄) + δρ1 ρ̄1(r̄; z̄)

T̄ = T̄0(r̄; z̄) + δT1 T̄1(r̄; z̄) + o(δT1) + o(δρ1)

Les fonctions de jauge δv1 , δu1 , δp1 , δρ1 et δT1 sont
déterminées par moindre dégénérescence [5, 10] (δT1 =
δp1 = δu1 = δρ1 = δv1 = εReR).

En seconde approximation (ε → 0, ReRε → 0), on
obtient :

1
r̄

∂

∂r̄
(r̄ρ̄0v̄1) +

∂

∂z̄
(ρ̄1ū0) +

∂

∂z̄
(ρ̄0ū1) = 0

ρ̄0ū0
∂ū0

∂z̄
= −4

dp̄1

dz̄
+

1
r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂ū1

∂r̄

)

Λ

Pr0

1

|ρ̄0 − 1|1/2

1
r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂T̄1

∂r̄

)
= −

(
γ0 − 1

γ0

)
(14)

×
[

8
3
β̄0ū0

dp̄0

dz̄
+

1
4

(
∂ū0

∂r̄

)2
]

p̄1 =
24ρ̄1

(3 − ρ̄0)2
− 6ρ̄0ρ̄1 +

3ρ̄0T̄1

3 − ρ̄0

avec comme conditions aux limites et de symétrie :

ū1 (1; z̄) = v̄1 (1; z̄) = 0 p̄1 (0) = 0

p̄1 (1) = 0 T̄1 (1; z̄) = 0

∂ū1

∂r̄
(0; z̄) = 0

∂T̄1

∂r̄
(0; z̄) = 0 (15)

Ce modèle en seconde approximation (14), (15) a été ob-
tenu par une analyse phénoménologique du problème qui
nous a permis de maintenir les termes dominants à cet
ordre. La correction des équations de Navier Stokes (1)
a bien mis en évidence l’influence des propriétés phy-
siques sur le comportement de l’écoulement. On le voit
clairement dans l’équation de la chaleur (14) à travers les
termes de diffusion et de production (forces de pression).
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Fig. 2. Évolution de la variation de la température dans le
capillaire.

À cette étape de l’étude, on s’est limité seulement à expri-
mer l’évolution de la température du fluide au voisinage
du point critique :

T̄1(r̄, z̄) = −Π0Q̄
2
0

√
ρ̄0 − 1
ρ̄2
0

[
r̄2 + 1 +

8
3
β̄0(r̄2 − 3)

]
(16)

×(r̄2 − 1)

avec :

β̄0 =
ρ̄0

2ρ̄3
0 − 3ρ̄2

0 + p̄0
Π0 =

(γ0 − 1)Pr0
Λγ0

= O(1)

Λ = Λ
1/2
2 = O(1)

Sous l’effet de la dilatation, le refroidissement de
l’écoulement (Fig. 2) s’effectue de la paroi vers le centre
(axe de symétrie) et dans le sens du mouvement. Il de-
vient singulier à la position z̄c (état thermodynamique cri-
tique). Cette chute de température s’explique par un re-
froidissement dans le cas d’une détente non isentropique,
comme on peut le voir par la quantité de chaleur q̄r per-
due transversalement vers l’extérieur à travers la paroi
(Fig. 3). Cette singularité qui est d’origine thermique se
transmet aux autres grandeurs physiques (v̄1, ū1, p̄1 et
ρ̄1) du fluide [5].

Par ailleurs, la correction apportée au débit massique
adimensionnel de base Q̄0 définie par :

Q̄1 =

1∫
0

(ρ̄0ū1 + ū0ρ̄1)r̄dr̄

où : Q̄ = Q̄0 + εReRQ̄1 + o(εReR)

est inconnue à ce stade de l’étude (tranche : z̄ ≤ z̄c) en
raison d’un manque de données dû à la présence de la
zone singulière (z̄ = z̄c). On y reviendra ultérieurement.

Dans cette région critique, les grandeurs du fluide ne
sont donc plus uniformément valables car les échelles des

=

=
=

=

∂
= −

∂

Fig. 3. Évolution du flux de chaleur radial pour différentes
sections.

corrections changent d’ordre de grandeur (Fig. 2). Un
nouveau dimensionnement s’impose au voisinage de z̄c

pour décrire une nouvelle variation caractérisée par l’exis-
tence d’une zone de transition (couche limite libre) [11].
La continuité des différents comportements est assurée
par la technique des développements asymptotiques rac-
cordés [10].

4 Zone de filtration à forte dilatation

4.1 Modélisation de la région intérieure

L’examen du fluide dans la couche limite d’épaisseur
η (�1, à déterminer) s’effectue de la même façon que
dans la première approche. Comme on est au voisinage
du point critique, les comportements de raccord de la
région amont [5] nous permettent d’obtenir les nouvelles
variables intérieures sans dimension, définies de la façon
suivante :

r

R
= r̄

z

L
= z̄c + ηz̃

v

U0
=

ε

η
ṽ1

u

U0
= ũ0(r̄) + η1/3ũ1

p

pc
= 1 + ηp̃1

ρ

ρc
= 1 + η1/3ρ̃1

T

(pc/ρcrv
=

8
3

+ ηT̃1
k

k0
= k̃0

cp

cp0

= c̃p0

μ

μ0
= 1

λ

λ0
= 1 avec : ũ0(r̄) = ū0(r̄)

L’échelle de vitesse débitante de Poiseuille U0 a été main-
tenue dans cette zone en raison de la condition de raccord.
On a maintenu également le nombre de Reynolds ReR, de
Prandtl Pr0 et le rapport des chaleurs spécifiques γ0. Par
contre, un nouveau nombre sans dimension apparait dans
cette nouvelle description qui est le nombre d’Eckert :

E0 =
U2

0

cp0Tc
(E0 = 3,5 × 10−4 pour l’hydrogène)
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Le raccord de la température physique entre la partie
amont et la région critique est donné par :

Tc

[
8
3

+
εReR

η1/2
lim
z̄→z̄−

c

T̄1(r̄; z̄)
]

=

Tc

[
8
3

+ η lim
z̄→−∞ T̃1(r̄; z̃)

]

On en déduit l’épaisseur de la couche limite :
η = (εReR)2/3.

À partir de là, les développements des variables
sans dimension définies ci-dessus ont été reportés dans
les équations de Navier Stokes et la loi d’état de
Van der Waals pour finalement nous donner en première
approximation (ε → 0, ReRε → 0) :

1
r̄

∂

∂r̄
(r̄ṽ1) + ũ0

∂ρ̃1

∂z̃
+

∂ũ1

∂z̃
= 0

− 4
dp̃1

dz̃
+

1
r̄

d
dr̄

(
r̄
dũ0

dr̄

)
= 0 (17)

c̃p0 ũ0
∂T̃1

∂z̃
− 1

Pr0
1
r̄

∂

∂r̄

(
k̃0r̄

∂T̃1

∂r̄

)
=

8
3

(
γ0 − 1

γ0

)
β̃0ũ0

dp̃1

dz̃

2
3
p̃1 = ρ̃3

1 + T̃1

Afin de fermer ce système (17), on a rajouté deux
équations supplémentaires (18) dont l’une est intégro-
différentielle. Celle-ci a été obtenue à partir du
développement de l’équation de quantité de mouvement
au deuxième ordre combinée à l’expression de la correc-
tion du débit massique dans la région intérieure, d’où :

4
dp̃2

dz̃
− 1

r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂ũ1

∂r̄

)
= 0 (18)

dp̃2

dz̃
= 16Q̄0

1∫
0

ρ̃1(r̄ − r̄3)dr̄ − 4Q̃1

avec : Q̃1 =
1∫
0

(ũ1 + ũ0ρ̃1)r̄dr̄ où :

Q̃ = Q̄0 + (εReR)2/9 Q̃1 + o[(εReR)2/9].

Au final, ce modèle (17), (18) doit satisfaire les condi-
tions aux limites sur les parois et sur l’axe :

ṽ1(1 ; z̃) = ũ1(1 ; z̃) = 0 T̃1(1 ; z̃) = 0 (19)

∂ũ1

∂r̄
(0 ; z̃) = 0

∂T̃1

∂r̄
(0 ; z̃) = 0

ainsi que les conditions de raccord [5] :

p̃1(−∞) =
3
2
F̃0

3(z̃)

ũ1(r̄ ;−∞) = 4Q̄0

[
F̃0(z̃) +

44Π0Q̄
2
0

81F̃0
7/2(z̃)

]
(r̄2 − 1)

T̃1(r̄ ;−∞) = −8Π0Q̄
2
0(r̄2 − 1)(r̄2 − 3)

9F̃
3/2
0 (z̃)

(20)

p̃2(−∞) = −9
8
F̃ 4

0 (z̃) +
44Π0Q̄

2
0

9F̃
1/2
0 (z̃)

ρ̃1(r̄ ;−∞) = F̃0(z̃) +
8Π0Q̄

2
0(r̄

2 − 1)(r̄2 − 3)

27F̃
7/2
0 (z̃)

avec : F̃0(z̃) = −
(

8Q̄0z̃

3

)1/3

Les paramètres physiques du fluide dans cette région ont
pour comportement [5] :

k̃0∼Λ
∣∣∣F̃0(z̃)

∣∣∣−1/2

, c̃p0 ∼
4(γ0 − 1)

3γ0
F̃−2

0 (z̃), β̃0 ∼ 1
3
F̃−2

0 (z̃)

4.2 Écoulement critique

La modélisation de la couche limite présentée dans
le paragraphe précédent nous a permis de mettre en
évidence l’existence d’un terme de convection thermique
dans cette région qui s’ajoute à la conduction radiale
afin d’assurer le transport de chaleur. Dans cette descrip-
tion, on a observé également la présence d’un couplage
thermo-dynamique favorisé par la forte dilatation du mi-
lieu comme le montre la loi d’état.

Le comportement local de l’écoulement au sein de
la zone de transition a été obtenu par un traitement
numérique des équations de la mécanique des fluides
(17, 18). On s’assure de la validité de la représentation
globale en vérifiant la compatibilité du modèle numérique
de la couche limite avec le modèle analytique au niveau
du raccord. Pour cela, on a fait appel à une technique dite
�� variable like expansion �� (VLE) qui permet de rechercher
les solutions à l’infini [12]. Cette méthode (VLE) a été uti-
lisée deux fois dans cette région, car cette dernière doit
être raccordée à l’entrée (infini amont) et à la sortie sub-
critique (infini aval). Le raccord physique des différentes
grandeurs du fluide (ṽ, ũ, p̃, ρ̃, T̃ ) a permis parallèlement
de déduire que la correction du débit massique Q̃1 à
l’échelle (εReR)2/9 est nulle [5].

Au final, la résolution numérique de ce modèle par
un algorithme en différence finie (avec : Δz̃ = 10−2, Δr̄ =
10−2, Q̃0 = Q̄0 = 0,2, Π0 = 1) a montré un comportement
régulier de l’écoulement dans cette zone comme on peut le
constater à travers l’évolution de la température (Fig. 4).

Le mécanisme de transport thermique, assuré conjoin-
tement par la convection forcée et la conduction, régule
l’évolution globale de l’écoulement (ṽ, ũ, p̃, ρ̃, T̃ ) dans
cette région hypercompressible (z̃ = 0). Sous le contrôle
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=

=

=

Fig. 4. Évolution de la variation de la température intérieure
dans la couche limite libre.

de la dilatation massique, le milieu fluide se refroidit
certes mais de manière régulière (Fig. 4) pour ensuite
se réchauffer jusqu’à ce qu’il retrouve la température
d’entrée de la couche limite (symétrie à l’infini).

5 Région extérieure aval

5.1 Evolution du fluide vers la sortie du capillaire

En dernière partie dans la zone extérieure aval, on a
étudié l’influence de la traversée du point critique sur le
comportement du fluide proche de la sortie. En se basant
sur la première approche qui a bien montré une évolution
régulière de l’écoulement de base (7) tout le long du
conduit, l’évaluation de cet accident de filtration ne peut
être faite que par l’examen de la deuxième approximation
(v̄1, ū1, p̄1, ρ̄1, T̄1). Par moindre dégénérescence (ε → 0,
ReRε → 0), on obtient :

1
r̄

∂

∂r̄
(r̄ρ̄0v̄1) +

∂

∂z̄
(ρ̄1ū0) +

∂

∂z̄
(ρ̄0ū1) = 0

ρ̄0ū0
∂ū0

∂z̄
= −4

dp̄1

dz̄
+

1
r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂ ū1

∂r̄

)
Λ

Pr0

1

(1 − ρ̄0)
1/2

1
r̄

∂

∂r̄

(
r̄
∂T̄1

∂r̄

)
= −

(
γ0 − 1

γ0

)
(21)

×
[

8
3
β̄0ū0

dp̄0

dz̄
+

1
4

(
∂ū0

∂r̄

)2
]

p̄1 =
24ρ̄1

(3 − ρ̄0)2
− 6ρ̄0ρ̄1 +

3ρ̄0T̄1

3 − ρ̄0

avec comme conditions aux limites [5] :

ū1 (1 ; z̄) = v̄1 (1 ; z̄) = 0

p̄1

(
z̄+
c

)
= −44Π0Q̄

2
0

9

(
8Q̄0

3

)−1/6

(z̄ − z̄c)
−1/6 (22)

T̄1 (1 ; z̄) = 0

et de symétrie :

∂ū1

∂r̄
(0 ; z̄) = 0

∂T̄1

∂r̄
(0 ; z̄) = 0 (23)

=

=
=

− ∞

Fig. 5. Évolution de la variation de la température extérieure
en aval du point critique.

=

=

=

∂
= −

∂

Fig. 6. Flux de chaleur radial pour des sections en aval de la
couche limite.

Malgré la présence d’une couche limite au passage
du point critique, les échelles de variation des gran-
deurs (v̄, ū, p̄, ρ̄, T̄ ) en amont se conservent en aval
(εReR). Ce résultat est bien évidement la conséquence
d’une phénoménologie globalement identique à l’extérieur
comme on peut le voir d’après le modèle (21)–(23).

Dans l’équation thermique ci-dessus, le terme de
convection a disparu et la conduction radiale contrôle
seule à nouveau le transport de chaleur. Dans cette région,
la température de l’écoulement a pour comportement
(Fig. 5) :

T̄1(r̄, z̄) = −Π0Q̄
2
0

√
1 − ρ̄0

ρ̄2
0

[
r̄2 + 1 +

8
3
β̄0(r̄2 − 3)

]
(24)

×(r̄2 − 1)

À la sortie de la zone de transition (z̄ = z̄+
c ) où la dilata-

bilité du milieu est décroissante, le fluide perd de moins en
moins de l’énergie calorifique vers l’extérieur (Fig. 6). En
fin de parcours, l’écoulement dans sa globalité retrouve le
comportement de base (z̄ � z̄c).

Cette dernière description (21) a été à son tour validée
par les raccords avec la région de transition [5], ce qui
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Fig. 7. Évolution du débit massique en fonction de la position
du point critique.

nous a permis par la suite de déduire la correction du
débit massique Q̄1 en fonction des données de sortie et la
position de la couche limite :

Q̄1 =
Q̄2

0

4(1 − z̄c)

{
2 ln(ρ̄S) +

Π0

3

[
5
√

2 arctan
(√

1 − ρ̄S√
2

)

−11
√

3
9

arctan
(√

1 − ρ̄S√
3

)
+ 3 ln

∣∣∣∣ 1 +
√

1 − ρ̄S

−1 +
√

1 − ρ̄S

∣∣∣∣
−44

3
1√

1 − ρ̄S

]}
(25)

5.2 Effet bouchon

L’étude phénoménologique de l’écoulement traversant
le voisinage du point critique s’est donc scindée en trois
parties. La cohérence de cette démarche physique qui a
été validée par le raccord des trois régions du fluide a per-
mis une meilleure estimation du débit massique qui tient
compte de la présence de la zone de transition critique. Il
a pour expression dimensionnelle (en mg.h−1) :

Q = Q0(pE ; pS) + εReRQ1(pE ; pS ; zc(pE ; pS)) (26)

L’impact réel de cette couche limite sur la dynamique
de l’écoulement entre l’entrée et la sortie du capillaire a
été représenté graphiquement (Fig. 7) dans le cas de l’hy-
drogène avec les données géométriques de la configuration
étudiée (L = 0,3 m et R = 10 μm).

On voit d’après cette figure (Fig. 7) que le débit mas-
sique dans le capillaire est d’autant plus faible que la
zone de transition est proche de la sortie (z = 0,3 m).
La position de la couche limite en fin de parcours a un
effet bouchon [13] qui ralentit la progression du fluide vers
l’extérieur.

6 Conclusion

Dans ce travail de recherche, nous nous sommes
intéressés aux problèmes d’étanchéités statiques en situa-
tions extrêmes. Plus particulièrement, le cas d’un fluide

de Van der Waals qui traverse le point critique sur son
chemin. L’approche phénoménologique des équations de
Navier Stokes dominées par la viscosité a permis en
première approximation de calculer un débit massique.
La correction du comportement de l’écoulement a si-
gnalé la nécessité d’introduire une couche limite au voisi-
nage de l’état thermodynamique critique en raison de la
divergence de certaines propriétés physiques (coefficient
de dilatation, conductivité,. . . ). La modélisation de cette
région intérieure à forte dilatation a révélé l’existence d’un
couplage thermo-dynamique. Elle a montré également que
la convection thermique s’ajoute à la conduction dans
cette zone pour assurer le transport de chaleur, contrai-
rement aux régions extérieures amont et aval. Les condi-
tions de raccord nécessaires pour valider la cohérence du
modèle établi ont permis de corriger le débit. Les résultats
de cette étude ont montré au final que la localisation de
la couche limite en fin de parcours d’un chemin de filtra-
tion a un effet bouchon qui réduit les fuites du fluide vers
l’extérieur.
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